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偏 微分 方程 是 数学 学 科 的 一 个 重要 分 支 ， 它 与 其 他 数学 分 支 均 有 广泛 的 
联系 , 而 且 在 自然 科学 与 工程 技术 中 有 广泛 的 应 用 . 本 书 主要 讲述 偏 微分 方程 
的 一 般 理论 ， 广 义 函数 与 Sobolev 空间 ， 椭 圆 边 值 问 题 ， 能 量 方法 ， 算 子 半 群 
等 内 容 , 为 提高 读者 的 整体 数学 素质 提供 了 必要 的 材料 ， 也 为 部 分 读者 进一步 
学 习 与 研究 偏 微分 方程 理论 做 了 准备 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 系 (数学 、 应 用 数学 、 计 算 机 数学 等 专业 ) 与 有 
关 理 工科 的 研究 生 教材 ， 也 可 作为 数学 、 工 程 等 领域 的 青年 教师 或 科研 人 员 的 
参考 书 . 
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《大 学 数学 科学 从 书 》 序 

按照 恩格斯 的 说 法 , 数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 ， 从 
恩格斯 那 时 到 现在 ,尽管 数学 的 内 涵 已 经 大 大 拓展 了 ， 人 们 对 现实 世界 中 的 数量 
关系 和 空间 形式 的 认识 和 理解 已 今 非 苦 比 ， 数 学 科学 已 构成 包括 纯粹 数学 及 应 用 
数学 内 含 的 众多 分 支 学 科 和 许多 新 兴 交叉 学 科 的 庞大 的 科学 体系 , 但 恩格斯 的 这 
一 说 法 仍然 是 对 数学 的 一 个 中 肯 而 又 相对 来 说 易于 为 公众 了 解 和 接受 的 概括 , 科 
学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 涵 ， 正 由 于 忽略 了 物质 的 具体 形态 和 属性 、 纯 粹 从 
数量 关系 和 空间 形式 的 角度 来 研究 现实 世界 , 数学 表现 出 高 度 抽象 性 和 应 用 广泛 
性 的 特点 , 具有 特殊 的 公共 基础 地 位 , 其 重要 性 得 到 普遍 的 认同 . 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交 融 在 一 起 的 ， 作 
为 一 种 先进 的 文化 , 数学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 一 直 起 着 积极 的 推动 作用 ,而 
且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 支柱 ， 数 学 教育 对 于 启迪 心智 、 增 进 素质 、 提 高 全 人 
类 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 已 得 到 空前 普遍 的 重视 ， 数 学 教育 本 质 是 一 种 素质 
教育 ; 学 习 数 学 , 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 、 方 法 和 结论 , 更 要 着 重 领会 到 
数学 的 精神 实质 和 思想 方法 ， 在 大 学 学 习 高 等 数学 的 阶段 , 更 应 该 自觉 地 去 意识 
并 努力 体现 这 一 点 . 

作为 面向 大 学 本 科 生 和 研究 生 以 及 有 关 教师 的 教材 ,教学 参考 书 或 课外 读物 
的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基础 、 面 向 前 沿 、 突 出 思想 、 关 注 应 用 和 方便 阅 
读 的 原则 , 为 求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 〈 包 括 硕士 生 及 博士 生 ) 走 近 数 
学 科学 、 理 解数 学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 帮助 ， 并 欢迎 
其 中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选 用 为 教材 ， 相信 并 希望 在 各 方面 的 支持 及 帮助 下 ， 
本 从 书 将 会 愈 出 愈 好 . 


李 大 潜 


2003 年 12 月 27 日 
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偏 微分 方程 作为 数学 的 一 个 分 支出 现 于 18 世纪 . 最 早 得 到 系统 研究 的 是 三 种 
基本 的 数学 物理 方程 : 波动 方程 、 热 传导 方程 和 调和 方程 ,所 采用 的 主要 工具 是 经 
典 分 析 . 经 过 两 个 世纪 的 研究 和 探索 人 们 在 偏 微分 方程 的 理论 和 应 用 两 个 方面 都 
取得 了 许多 重要 的 成 果 ， 对 于 上 述 三 种 方程 为 代表 的 数学 物理 方程 以 及 一 些 更 一 
般 的 偏 微分 方程 的 性 质 有 了 相当 多 的 了 解 , 并 建立 了 多 种 解 定 解 问题 的 方法 . 然而 
当 人 们 在 对 偏 微分 方程 作 更 广泛 深入 的 研究 时 ， 感 受到 了 原 有 理论 的 局 限 性 . 

首先 是 解 的 概念 需要 拓 广 ， 按 经 典 意义 下 的 定义 ， 一 个 偏 微分 方程 的 解 必须 
具有 出 现在 这 个 方程 中 的 各 阶 连续 偏 导 数 ， 且 代入 方程 后 使 原 方程 成 为 恒等式 . 
但 是 , 在 实际 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 时 , 往往 不 一 定 能 得 到 上 述 意 义 下 的 经 典 
解 . 相反 ,在 某 些 情形 下 ， 一 些 不 那么 光滑 的 函数 也 可 以 具有 解 的 意义 ， 因 此 在 偏 
微分 方程 理论 中 对 它们 加 以 讨论 是 十 分 自然 和 必要 的 . 例如 ， 我们 知道 ， 弦 振动 方 
程 ust = a?uzs 具有 行 波 解 f(z 一 at) + g(z 十 at), 当 函 数 f 和 9g 都 具有 二 阶 连续 偏 
导数 时 ， 行 波 f(z 一 at) 十 g(z 十 at) 满足 弦 振 动 方程 ， 而 当 函 数 f 与 g 仅 具 有 一 阶 
连续 偏 导数 时 , 按 经 典 的 意义 它 就 不 能 称 为 原 方程 的 解 . 但 是 ， 弱 振动 方程 是 从 一 
个 表达 物理 守恒 律 的 积分 等 式 导出 的 ， 而 在 该 积分 等 式 中 仅 出 现 未 知 函 数 的 一 阶 
导数 . 所 以 , 我 们 没有 理由 把 只 具有 一 阶 连续 偏 导数 的 行 波 排除 在 弱 振 动 方程 的 解 
之 外 ， 这 就 要 求 我 们 必须 把 经 典 意 义 下 解 的 概念 拓 广 . 

又 如 ， 在 研究 弹性 薄膜 平衡 问题 时 ， 常 引入 能 量 泛 函 


J(u) = /he 十 wu2 — 2uf )dzrdy. 
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容易 证 明 , 若 ve C2(0) C1(0), 在 边界 上 取 确 定 值 ， 且 使 J(w) 达到 极 小 ， 则 
为 Poisson 方程 
—Au=f 


的 解 . 反之 , 若是 Poisson 方程 满足 边界 上 取 给 定 值 的 C2(2)n C1(9) 解 . 它 必 
是 在 这 样 的 函数 类 中 使 J(w) 达到 极 小 值 的 元 素 ， 所 以 Poisson 方程 的 求解 即 相 当 
于 该 函数 J(w) 求 极 值 的 问题 . 

但 一 般 我 们 并 不 知道 在 C?(2) n C1(8) 中 是 否 确 有 使 7(w) 达到 极 小 值 的 元 
素 ， 而 且 由 于 J(w) 的 表示 式 中 仅 出 现 一 阶 导 数 ， 故 在 8 中 要 求 u 具有 二 阶 连续 
偏 导数 也 显得 过 于 苛刻 ， 从 而 在 较 宽 的 函数 类 中 考虑 泛 函 J(w) 的 极 值 问题 更 为 自 
然 ， 也 更 符合 物理 的 原来 意义 .这 又 说 明 ， 必 须 把 经 典 解 的 概念 加 以 拓 广 . 
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我 们 还 可 以 用 基本 解 方法 为 例 说 明 经 典 理论 的 局 限 性 . 基本 解 方法 是 偏 微分 
方程 经 典 理论 中 常用 的 一 种 方法 ， 其 中 包括 格林 函数 法 、 歼 曼 函 数 法 ,用 发 散 积 分 
有 限 部 分 来 讨论 波动 方程 求解 的 Hadamard 方法 等 . 但 究竟 什么 是 基本 解 , 在 经 典 
理论 的 框架 中 却 未 能 给 予 一 个 确切 的 回答 . Dirac 6 函数 出 现 以 后 ， 人 们 一 般 将 偏 
微分 算 子 工 的 基本 解 定义 为 这 样 的 函数 瑟 , 它 满足 

LE=56. 


6 函数 的 概念 首先 来 源 于 物理 学 上 描述 集中 分 布 量 的 需要 . 在 这 个 概念 产生 的 初 
期 , 人 们 曾 对 它 作 了 一 些 粗糙 的 描述 , 例如 : “在 一 点 为 无 限 大 , 在 其 余 点 为 零 ”,“ 包 
含 某 点 的 区 域 中 积分 为 1, 不 包含 在 该 点 的 区 域 中 的 积分 为 零 ” 等 . 现在 人 们 有 时 
也 用 这 些 话 来 提供 一 些 直观 的 理解 , 但 是 很 明显 这 些 说 法 是 不 严格 的 . 那么 ， 究 况 
什么 是 6 函数 的 确切 定义 ， 什 么 是 基本 解 的 确切 定义 呢 ? 这 恰恰 需要 立足 在 广义 
函数 论 的 基础 上 来 加 以 阐述 ， 作 为 偏 微分 方程 经 典 理论 中 一 个 重要 的 方法 一 一 基 
本 解 方 法 , 其 理论 基础 却 无 法 在 经 典 理论 的 框架 上 予以 说 明 , 它 再 一 次 显示 了 经 典 
理论 的 局 限 性 . 

到 了 20 世纪 ， 随 着 现代 科学 技术 和 其 他 各 数学 分 支 的 发 展 ， 偏 微分 方程 理论 
的 研究 冲破 经 典 理论 的 局 限 ， 而 在 更 一 般 的 框架 中 讨论 问题 已 成 为 十 分 必要 和 可 
能 了 . 20 世纪 40 年 代 末 ，L. Schwartz 建立 了 广义 函数 论 的 严格 基础 ,为 在 更 广 的 
“函数 类 ”中 研究 偏 微分 方程 做 了 奠基 性 的 工作 .60 年 代 以 后 ， 偏 微分 方程 理论 在 
思想 与 方法 上 又 有 了 迅猛 的 发 展 ， 出现 了 许多 新 的 结果 与 新 的 方法 , 并 形成 了 系统 
的 理论 ， 它 与 经 典 理 论 的 主要 区 别 是 ， 大 量 地 使 用 泛 函 分 析 以 及 其 他 数学 分 支 (如 
几何 、 代 数 、 拓 扑 等 ) 的 思想 、 方 法 以 及 术语 ， 并 且 往 往 从 更 高 的 观点 和 更 一 般 的 
角度 来 讨论 和 解决 问题 . 例如 ， 偏 微分 方程 Lu = f 的 解 4 不 一 定 是 一 个 处 处 满足 
方程 的 连续 可 微 函数 ， 它 可 以 是 某 个 范围 更 广 的 空间 中 的 元 素 . 在 把 工 视 为 从 一 
个 空间 到 另 一 个 空间 的 算 子 后 , 可 和 解 性 问题 就 归结 为 逆 算 子 是 否 存 在 的 问题 , 唯一 
性 问题 就 归结 为 算 子 工 的 核 是 否 为 零 元 素 ， 如 此 等 ， 习惯 上 常常 将 建立 于 经 典 分 
析 ( 微 积分 等 ) 基础 上 的 偏 微分 方程 理论 称 为 经 典 理论 ， 将 建立 于 广义 函数 论 与 泛 
函 分 析 基 础 上 的 偏 微分 方程 理论 称 为 近代 理论 (或 现代 理论 ). 当然 ， 经 典 理 论 中 的 
一 些 基 本 方法 与 结果 , 往往 理 含 着 许多 更 一 般 方 法 的 思想 源泉 ， 它 在 近代 理论 中 仍 
然 起 着 重要 作用 . 

本 书 对 现代 偏 微分 方程 理论 作 简 要 的 介绍 ， 它 也 是 读者 进入 一 个 新 的 理论 领 
域 的 起 点 . 本 书 第 1 章 介绍 广义 函数 与 Sobolev 空间 ， 作 为 以 后 研究 问题 的 基本 工 
具 . 第 2 章 介绍 偏 微分 方程 一 般 理论 中 的 一 些 重要 结果 ,其 中 有 些 结果 虽然 产生 于 
广义 函数 论 诞生 以 前 , 但 由 于 其 在 偏 微分 方程 理论 中 的 重要 地 位 , 仍 将 其 列 入 在 本 
书 中 . 第 3~5 章 分 别 介绍 椭圆 型 方程 ， 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 的 一 些 研究 方法 
与 结果 , 它们 对 于 偏 微分 方程 近代 理论 的 学 习 与 研究 来 说 都 是 最 重要 与 基本 的 . 每 
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节 后 面 均 附 有 习题 可 供 读者 加 深 理 解 书 中 基本 内 容 使 用 .各 章节 中 带 * 号 的 内 容 
难度 一 般 较 大 ， 读 者 在 初次 阅读 时 也 可 跳 过 . 

本 书 作 为 现代 偏 微分 方程 理论 的 入 门 书 ， 适 宜 于 作为 有 关 数 学 专业 人 员 与 研 
究 生 学 习 的 阅读 材料 . 本 书 较 多 地 参考 了 作者 以 往 所 著 的 “ 偏 微分 方程 概论 ”以 及 
作者 与 洪 家 兴 合 著 的 “ 偏 微分 方程 近代 方法 ”. 同时 , 作者 还 参阅 了 国内 外 同一 主题 
的 许多 著作 ,吸收 了 各 书 之 所 长 ， 相信 能 对 读者 有 所 帮助 . 在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 
作者 得 到 了 复旦 大 学 及 其 他 各 学 校 许多 老师 与 同事 们 的 帮助 ， 获 得 了 许多 有 益 的 
建议 与 修改 意见 ， 在 此 一 并 表示 衷心 的 感谢 .由 于 作者 水 平 所 限 ， 在 书 中 还 会 有 许 
多 缺点 与 不 足 之 处 ， 恩 请 读者 们 提出 宝贵 的 批评 意见 . 


陈 想 行 
2004 年 10 月 于 上 海 
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第 1 章 ”广义 函数 与 Sobolev 空间 


81.1 广义 函数 的 基本 概念 、 基 本 空间 
1. 引言 


在 偏 微分 方程 经 典 理论 中 ， 一 般 总 是 在 连续 函数 的 范围 内 考虑 问题 的 . 近代 的 
偏 微分 方程 理论 引入 了 新 的 工具 广义 函数 来 讨论 各 类 问题 ， 广 义 函数 扩充 了 函数 
的 概念 ， 从 而 可 以 在 更 广 的 范围 并 从 更 深 的 层次 来 考察 偏 微分 方程 ， 广 义 函 数 的 
严格 的 数学 基础 是 LSchwartz 等 人 在 20 世纪 40 年 代 末 英 定 的 ， 本 章 中 我 们 将 对 
Schwartz 的 广义 函数 理论 作 一 个 概要 的 介绍 

广义 函数 的 概念 首先 是 从 物理 上 引入 的 ， 物 理 上 经 常会 遇 到 一 些 集中 分 布 的 
量 ， 如 集中 质量 、 集 中 电荷 等 ,以 集中 质量 为 例 ， 设 在 一 直线 上 有 一 单 位 质量 集中 
在 原点 附近 , 如 果 其 集中 程度 很 大 ， 即 其 集中 分 布 的 范围 与 我 们 在 同一 问题 中 所 遇 
到 的 其 他 长 度 来 比较 ,小 到 可 以 忽略 时 ， 我 们 就 说 质量 集中 在 原点 .如 通常 所 知 ， 
在 连续 的 质量 分 布 情形 下 ， 质 量 分 布 是 与 密度 分 布 相对 应 的 ,如若 有 一直 线 棒 ,其 
密度 分 布 为 p = ptz), 则 [2 p(z)dz 就 表示 在 [za，za] 一 疏 中 樟 的 质量 ， 反 之 若 电 
知 每 一 且 樟 的 质量 ， 则 对 一 个 固定 的 点 = 来 说， 取 一 个 包含 点 的 区 间 AL 并 记 
这 一 段 梯 的 质量 为 AM/, 则 ptz) = limai.。 Se， 那么 相应 于 集中 质量 分 布 的 密 
度 分 布 是 什么 呢 ? 若 质量 集中 在 原点 ， 则 当 > 天 0 时 ， ptz) = 0, 而 当 z = 0 时 
人 趋 于 无 限 大 ， 于 是 ， 若 用 古典 “每 点 对 应 一 个 函数 值 ， 的 函数 概念 就 无 法 表达 
与 集中 质量 相对 应 的 密度 分 布 .而 由 于 实际 上 这 种 集中 分 布 的 量 常常 遇 到 ,所 以 很 
需要 发 展 相应 的 数学 工具 来 描写 它 

一 般 的 广义 函数 概念 是 作为 泛 函 引入 的 ， 为 说 明 这 一 点 我们 先 考察 [a, 引 上 
的 平方 可 积 函 数 ， 我 们 知道 ， 如 果 f(z) e L2[e, 中 则 它 以 下 列 方式 定义 了 L2[a, 
上 的 一 个 线性 连续 江阴 


a )= /fee )dz, wp € L2la, ol. (1.1) 


有 反之 ,根据 泛 函 分 析 的 知识 知道 ， 对 于 [2[a, 0] 中 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 就 有 唯一 

的 函数 f(z) < L?[a,46] 与 之 对 应 ， 并 将 此 泛 函 表现 为 (1.1) 的 形式 因此， 在 (1.1) 

的 证 函 表现 形式 下 ， L? 函数 与 L?[a,8] 空间 上 的 泛 函 就 可 以 看 成 是 一 样 的 . 
但 如 果 考 察 L?[a,0b] (p > 2), 情况 就 不 同 了 ， 那 时 ， 根 据 泛 函 分 析 知 识 知道 ， 


“2. 第 1 章 广义 函数 与 Sobolev 空间 


当 gq 满足 : + 1 时 ， rasla 中 中 的 函数 均 可 按 (1.1) 形式 定义 一 个 Fe[wbj 上 
的 泛 函 ， 而 L?[a,0] 上 的 泛 函 也 必定 可 表示 为 L?[a,0] 中 的 函数 . 车 p > 2, 则 必 有 
gq < 2 <p, 于 是 LP[a,9] 上 的 泛 函 要 比 原 空间 的 函数 类 更 广 ， 如 果 我 们 只 将 L?[a, 
的 元 素 称 为 “函数 ", 那么 用 构造 泛 函 的 方法 就 得 到 了 一 些 “广义 的 函数 ”. 

如 果 考 察 性 质 更 好 的 函数 空间 ， 如 考察 [a,b] 上 的 连续 函数 全 体 Cla, 世 , 这 时 
Ll[a,b|] 中 的 任 一 函数 , 仍 可 按 (1.1) 定义 一 个 线性 连续 泛 函 ; 但 反 过 来 ，Cla,b] 上 
的 线性 连续 泛 函 却 不 一 定 可 以 用 某 个 常 义 函 数 fe Lila,0] 表 为 (1.1) 的 形式 . 例 
如 ， 若 0 e [a,9], 则 对 p(x) se Cla, 9], 可 定义 一 个 线性 泛 函 为 

F(p) = 2(0). (1.2) 
易 见 ， 若 ov(z) se Cl[a,0|, 满足 
|ev(z 川 ca = | Ipu(7)| = 0， 


则 FF(py) = pv(0) 一 0, 所 以 f(yp) 是 连续 的 ， 关 于 它 是 线性 这 一 点 是 显然 的 . 
但 是 ， 找 不 到 一 个 通常 的 可 积 函数 f(z), 使 


b 
/ f(s)p(r)dr = p(0), vp(z) € Cla,tl]. (1.3) 


事实 上 ,假若 有 这 样 的 函数 f(z) 存在 ， 则 对 于 不 含 原点 的 区 间 [c,d] C (a,5)( 不 妨 
设 0<c<d) 及 对 于 [c,d] 中 任 一 连续 函数 (x), 在 < 充分 小 时 (e < min(cb 一 qd))， 


wz), ZE [c,dl, 
了 一 C 十 E 

六 国有 TE [e = o), 
yd), re (d, d+ el), 
0， 其 他 ， 


则 有 we(0) = 0, 且 


b d 
| / jz)Vetz)a7 一 jz)V(Z)dz 


<(/ + 1/ ) Wealee 
< max(Iw(O)|, ly(g) ) 1/ ) oe 


由 于 [2 f(z)we(z)dz = we(0) = 0, 所 以 
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< max(ly(ol， Wd))) (f+ Jue zldz， 


人 而 左 端 与 无 关 ， 故 
让 Hz)ylzjdz =0. 


因此 ，f(z) 在 [c,d] 中 为 零 ,但 [c,d] 是 任意 一 个 不 合 原点 的 区 间 . 所 以 f(z) 在 原点 外 
几乎 处 处 为 零 , 故 f(z) 在 [a,6] 中 几乎 处 处 为 零 ,但 这 样 又 将 导致 |” f(z)p(z)dz =0 
的 结论 ， 而 使 (1.3) 式 不 能 保持 .这 说 明 ， (1.2) 式 所 表示 的 泛 函 无 法 用 常 义 的 函 
数 来 表示 . 我 们 称 由 (1.2) 式 表达 的 泛 函 为 5 函数 ， 以 后 也 形式 地 记 为 (5，o), 甚至 
5(z)p(z)dz 等 . 

通常 遇 到 的 可 积 函 数 都 可 以 视 为 由 (1.1) 式 决 定 一 个 线性 连续 泛 函 ， 从 而 可 以 
将 普通 函数 看 成 线性 连续 泛 函 的 特例 ， 而 线性 连续 泛 函 全 体 一 般 会 包含 更 多 的 元 
素 .我们 今后 就 把 定义 在 一 些 特定 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 称 为 广义 函数 ， 显 
然 , 广义 函数 的 性 质 与 它 所 作用 的 函数 空间 的 性 质 密切 相关 . 我 们 将 广义 函数 所 作 
用 的 函数 空间 称 为 基本 函数 空间 (或 基本 空间 ), 下 面 先 介绍 几 个 常用 的 基本 函数 空 
间 及 其 性 质 . 

2. 基本 空间 C%(R"), C>(R") 

以 下 讨论 自 变 量 在 R* 中 变化 的 函数 空间 ， 且 一 般 均 考虑 复 值 函 数 . 

先 来 定义 空间 C~(R"). 在 C%(R") 中 具有 的 元 素 是 在 Rn" 中 任意 次 连续 可 微 
的 复 值 函数 ， 其 中 的 拓扑 规定 为 ， 若 有 CX(R") 中 的 序列 {yw}, 且 对 任 一 紧 集 玖 
与 任 一 重 指标 a 


sup |0“ov| 一 0， 
ZE 天 
即 称 pv 一 0 (C%(R")). 
为 了 定义 空间 C>(R"), 我 们 先 引 入 支 集 的 概念 ， 对 于 一 个 连续 函数 p(x), 将 
wp(z) 关 0 的 点 7 全体 的 闭 包 称 为 p(x) 的 支 集 , 记 作 supp p(x), 即 
supp p(7) = {7 |¢(7x) #0}. (1.4) 


如 果 wp(z) 的 支 集 是 紧 集 ， 则 称 p(z) 有 紧 支 集 . 

现在 再 引进 空间 CS>(R"), 其 中 的 元 素 是 无 限 次 连续 可 微 且 有 紧 支 集 的 函数 . 
在 Ce CR) 中 的 拓扑 规定 为 ， 若 有 C>(R") 中 的 函数 序列 {pv}, 满足 条 件 : 

(1) 所 有 pv 的 支 集 在 一 个 共同 的 紧 集 KK 内 ; 

(2) 对 任何 重 指标 a, 在 上 述 紧 集 天 内 


sup |0°w,| 一 0， 
EK 


则 称 w 一 0 (C>(R")), 空间 CFY(R") 又 记 为 9(R"). 
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类 似 地 ， 对 于 Rr" 中 的 开 集 9, 可 以 定义 Ce(D)， C>(0) 等 ,这 只 要 把 上 述 定 
义 中 Rr 的 紧 集 改 为 2 中 的 紧 集 即 可 . 
例 1.1 仿 
a (1.5) 
0, Iz| 宕 1. 
容易 验证 ， p(z) 是 一 个 无 限 次 连续 可 微 函 数 ， 且 其 支 集 为 |z| < 1 因此 yp(z) < 
CP(R"). 
在 今后 的 讨论 中 将 常常 用 到 函数 a(z) = 万 p(?), 其 中 C = fp(z)dz. 于 是 
对 函数 a(z), /np。 a(z)dz = 1 成 立 . 
例 1.2 设 R> 1, gn(z) 为 球 Ba 的 特征 函数 ， 即 


加 l1, | 中 | < R, 
9R(Z) = i (1.6) 
作 

CR(Z) = 9R(Z 一 加 ad 人 (dt 三 / gr(t)ja(z —t)dt, 


其 中 a(z) 为 例 1.1 中 所 定义 的 函数 , 故 BR(z) 表示 以 x 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 球 中 
函数 gr(t) 的 带 权 平均 值 . 容易 证 明 : BR(z) 为 C 函数 , 它 的 支 集 在 |x| < R+1 
中 , 且 当 |z|< R-1 时 ， Br(7X) 三 1. 

对 任 一 函数 p € C%(R"), 作 pv(z) = Bu(z)p(z), 则 pu es C2(R"), 它 在 
|z| <v 一 1 时 等 于 p(z), 在 |x| >v+1 时 等 于 零 ， 而且 当 wv 一 co 时 ， 在 任何 固 
定 的 紧 集 上 ， 最 终 必 有 wv(z) = p(x), 所 以 pv(7x) 一 p(7)(C™”(R")). 由 此 可 见 ， 
C>%(R") 中 的 函数 是 很 多 的 ， 它 构成 C”(R") 中 的 稠密 集 . 

例 1.3 ”我 们 再 举 一 个 例子 以 说 明 CY(R") 与 C~(R") 中 极限 关系 的 不 相 
同 . 取 a(z) 为 例 1.1 中 所 定义 的 函数 ， 并 且 作 wv(z) = a(zl 一 局 za2，…，zn), 则 
当 v 一 ce 时 ，wv(z) 的 支 集 渐 趋 于 无 限 远 . 故 在 任 一 有 界 集 内 ， 从 某 一 个 vv 值 起 
恒 有 pu = 0, 所 以 按 C%(R") 的 极限 关系 来 说 有 w 一 0, 但 是 由 于 所 有 wv(z) 的 
支 集 不 可 能 同时 被 一 个 有 界 集 所 包含 ， 所 以 按 C>(R") 的 极限 关系 ， pv 六 0. 

3. 函数 的 正则 化 、 平 均 算 子 

设 afz) 如 上 眉 所 定义 , 记 ac(z) = 去 a(), 则 oc(z) 也 是 C>(R") 的 元 素 ， 
且 满 足 supp ae(z) = {z|lzl 科 =s}，J 帮 ace(z)dz = 1. 

如 果 函 数 u(x) 定义 于 区 域 & 中 ， 在 任 一 紧 集 KK C 8 中 均 为 Lebesgue 可 积 
的 ， 则 称 w(z) 为 局 部 可 积 . 如 果 函 数 v(z) 在 R" 中 局 部 可 积 ， 那 么 


uc(z) = 1 i 一 (dy = 人 uaa 的 加 (1.7) 
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有 定义 ， 且 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.1 设 v(z) 在 R” 中 局 部 可 积 ， 则 按 (1.7) 式 定义 的 ve(z) 是 一 个 Ce 
函数 ， 而 且 当 < 一 0 时 , 若 w(z) e CO(R") 则 we 一 wu(09(R7)); 若 wz) € L?(R")， 
则 we 一 wu(L?(R")). 

证 明 因为 we(z) 可 表 为 [Ru(Yy)ae(7x 一 Ydy, 而 ae 是 一 个 无 限 次 连续 可 微 
函数 ， 故 利用 导数 与 积分 号 的 可 交换 性 就 可 得 到 ve(z) 可 以 无 限 次 求 导数 的 性 质 . 

车 u(x) Ee C?(R"), 则 利用 [5 ae(y)dy = 1, 可 得 


We(Z) — u(7) = 网 (uz 一 2 一 WU(Z))ac(y)aV. 


当 z 属于 某 紧 集 KK 时 ， 由 于 ae(z) 的 支 集 在 球 |z| < s 中 ， 故 上 式 积分 号 下 作为 
函数 v 的 变 元 的 z 与 x 一 y 落 在 紧 集 Ki 中 ， 这 里 Ki 是 把 以 K 中 任意 点 为 心 ， 
半径 为 1 的 球 都 包含 在 里 面 的 紧 集 ， 利用 w(x) 在 紧 集 Ki 上 的 一 致 连续 性 可 知 ， 
对 任意 6 > 0, 在 = 充分 小 时 有 


< 一 1 人 一 
mag | ue(Z) — ul7)| < mag 人 |u(z —Y) — uz)|ae(Wdy 
< ;| ae(y)dy = 0， 
|ylge 


所 以 e 一 0 时 ， we 一 wu(0C?(R")). 
. 如 果 w e L?(R"), 我 们 先 找 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ov, 使 它 满足 | 一 vjL。< 
5 利用 zz 空间 的 三 角 不 等 式 ， 有 


ws ule < llue 一 vel|» 十 ||ws 一 zz 十 | vl ， (1.8) 


由 于 对 任意 L? 函数 f(z)， 
fl = ( Va, fe 
3 ) 
<{/, A t=) | 
1 
: ?| 
< i FE a : (/ oj = 
Bs 


ff f(z — Woe(Wdy 


Rr 
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< {/ |f(z—Yy) rolar }” 
< 人 Qe(y) J [f(D) Pa 三 | filli;,， 


1 1 
| ws 一 vclzs < | wu — wl; . 


但 由 于 " 是 具有 紧 支 集 的 连续 函数 , 所 以 ve 一 v(C?(R")), 因此 当 = 充分 小 时 , 也 有 
lo 一 vs < 全 所 以 从 (1.8) 式 可 得 | ue -ul zs < 5, 这 就 得 到 了 ws 一 (LP(R") 
的 结论 . 证 毕 . 

我 们 记 we = Jer, 则 大 可 以 看 成 是 从 函数 w(z) 得 到 一 个 Ce 函数 .ev 的 算 
子 . 称 这 个 算 子 为 平均 算 子 或 磨 光 算 子 . 从 定理 1.1 可 知 ， J。 可 看 成 L?(R") 一 
C™(R") 的 一 个 映照 ， 或 者 也 可 看 成 C*(R") 一 C%(R") 的 一 个 映照 . 当 = 很 小 
时 ， we = Jeu 与 4 是 很 接近 的 ， 由 函数 u(x) 得 到 we(z) 的 方法 称 为 函数 的 正则 
化 . 定理 1.1 还 说 明了 空间 CX(R") 在 C9?(R"), L?(R") 中 是 稠密 的 . 

下 面 给 出 定理 1.1 的 几 个 推论 : 

系 1 J 是 LI?(R") 到 IL?(R") 的 线性 有 界 算 子 . 

这 实际 上 已 在 定理 1.1 的 证 明 过 程 中 得 到 . 

系 2 若 veCc(Rn), 则 ve 一 (Coco(Rn)). 

系 3 奉 ueC>(R"), 则 we = w (CY(R")). 

读者 不 难 自行 证 明之 . 

例 1.4 车 8 为 开 集 ， 则 对 于 任 一 紧 集 KC 0, 必 可 找到 一 个 CY(R") 中 的 
函数 p(x), 使 supp p(x) Cc 1,0< w(x)<1, 目 在 K 上 w(x)=1. 

事实 上 , 记 d = inf sg plz,g), 则 d > 0. 以 你 表示 点 集 {zlz € 2,，p(z， 
9) 之 hh}, 则 天 Cf2z. 作 函数 


|， ZE fa, 

Z) = 2 
wp (7) 0, 2z¢0s 
pp 


并 作 

p(Z) = 局 W(z 一 Wag (Wdy, 
那么 在 > < K 时 ，y(z) = 1 而 z # 04 时 ，w(z) = 0; 又 由 前 面 的 讨论 知 
pz) E Ce (R"). 因此 yp(z) 就 是 所 求 之 函数 ， 而 且 p(x) 满足 0< p(x) <1. 


8§1.1 广义 函数 的 基本 概念 、 基 本 空间 二 


4. 基本 空间 .7 (R") 


如 果 定 义 在 R* 上 的 函数 2(z) 满足 如 下 性 质 : 

(1) 2(z) 为 R? 中 的 Ce%e 函数 ; 

(2) 对 于 任意 的 重 指标 a, pz( 这 里 均 指 非 负 整数 重 指标 ， 下 同 )， 

a rz°Orp(z) = 0, (1.9) 

其 中 z*6ryp(z) 表示 x … x8"6O81… Opr p(x), 则 称 2(z) 为 速 降 函 数 . 记 速 降 函数 
空间 为 (RR"). 

由 于 任意 两 个 速 降 函 数 的 线性 组 合 仍 为 速 降 函 数 ， 故 了 (R") 是 一 个 线性 空 
间 . 在 .ZQ(R") 中 的 拓扑 规定 为 ， 对 任意 的 重 指标 a, p， 


sup |z*°Orpu(zT)| = 0 ro%, (1.10) 
rER 


则 称 pv (7x) 一 0(7 (RE ))， 
定理 1.2 ” 速 降 函数 的 条 件 (2) 与 下 列 两 条 件 之 一 等 价 : 
(1) 对 任意 重 指标 a,p, 函数 zzp(z) 在 R* 上 有 界 ; 
(2) 对 任意 正 整 数 与 重 指标 p, 函数 (1 + |z|”)*6zpo(z) 在 R* 上 有 界 . 
证 明 首先 ， 由 limjsj_,wo。z*O?p(z) 一 0, 即 知 x*O?p(z) 在 R 上 有 界 . 又 大 
对 任意 的 a, p, 函数 zxbzp(z) 有 界 ， 则 在 |z| 关 0 处 将 z*6?yp(z) 写成 
7 》、z3zegpp(z)， 


|z| j= 


再 从 x2x%6?p(zx) 的 有 界 性 可 得 |z| 一 co 时 za6pp(z) 一 0 的 结论 . 
再 注意 到 |z| > 1 时 ， 


[el < (Le 2 el, 


所 以 (1+ |z|>)*6?p(zx) 在 R* 上 有 界 与 z*6?p(z) 在 R* 上 有 界 是 等 价 的 . 证 毕 . 

例 1.5 er- e .9(R"). 

事实 上 , 对 任意 的 a, p, 函数 zze-e 都 是 形 为 cezee-Pl 项 的 和 . 当 |z| 一 oo 
时 ， er-leF 比 zx 的 任意 次 短 都 更 快 地 趋 于 零 ， 所 以 e-l*i 无 穷 远 处 是 速 降 的 . 

例 1.6 若 f(x) € .F(R"), gz) € .F(R"), 则 fp。 f(z 一 Y)g(y)dy 也 是 R? 中 
的 速 降 函 数 . 

例 1.7 C>(R") 中 的 任 一 元 素 都 属于 .7(R"), 即 


CO%(R") C F(R"). 
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例 1.8 若 H.(z) 为 例 1.2 中 给 出 的 函数 ， p(z) e .F(R"), 作 py(z) = PB,(x): 
pz), 则 wzr(z) 一 p(x)(F(R")). 
事实 上 ， 对 任意 的 a, p 有 


TO (pu — yp)= 20 (Bp 一 0) 
| 
=ze(p -DoPp+ 》 二 zebs6 .prp. 


slr! 


注意 到 B, 以 及 它 的 各 阶 导数 有 界 , 且 B, 一 1 与 8sB, 在 |z| < 一 1 时 都 等 于 零 ， 
于 是 可 得 
zar(ov -p<C. sup > lzcarp|. 
Iz|>v—1 Irlgp 


由 于 pe .F(R"), 故 vv 一 00 时， 


sup |zx°0"w|—0. 
|z|>z7 一 1 
于 是 supzeRr |zsbz(pv 一 gp)| 一 0, 从 而 有 wy 一 p(.Y (Rn))， 
从 例 1.2 与 例 1.7, 例 1.8 可 得 ， 空 间 C2 (RGB CY(R") 之 间 的 关系 为 


O%(R") C F(R") C CR"), (1.11) 


而 且 每 一 个 在 其 后 面 一 个 中 稠密 (因为 C%(R") 在 C~%(R") 中 稠密 ,而 .7(R") 的 
元 素 比 C>Y(R") 更 多 ， 自 然 它 也 在 CX(R") 中 稠密 ). 

此 外 ， 这 三 个 空间 的 拓扑 前 一 个 比 后 一 个 强 . 事实 上 ， 若 有 pe C%(R"), 
pv 一 0(C2(R")), 则 所 有 ps 的 支 集 含 于 一 个 紧 集 天 中 , 且 对 任意 的 p, 有 supsek 
I0?pv| 一 0. 由 于 KK 的 有 界 性 知 supsek |z*6Ppu| 一 0 对 一 切 a, p 成 立 ， 但 因为 
pv 在 天 外 均 为 0, 故此 式 可 改 为 supseRn |z*6?py| 一 0. 这 就 是 py 一 0(Z(Rn))， 
至 于 由 2Z(R) 中 的 序列 py 在 .F(R") 中 趋 于 零 推 知 py 在 C%(R") 中 趋 于 零 是 很 
容易 得 到 的 . 

习 题 

1. 证 明 C>(R") 在 L?(R")，0?(R") 中 稠密 . 

2. 证明: 若 ve C%(R"), 则 Jou 一 u(C”(R")); 若 weE C?(R"), 则 Jeu 一 u(C>(R"))， 
其 中 Jew = we 按 (1.7) 式 定义 ， 


3. 试 证 空间 Ce (R") 是 完备 的 ， 即 车 {pm} 为 C>(R") 中 的 函数 列 ， 它 们 有 一 致 有 界 的 
支 集 ， 且 对 任意 的 重 指标 a 


sup |0°pm— pm — 0, m,m’ 一 oo， 


rERn 
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则 存在 p € Ce (R"), 使 pm 一 (CS (RE ))， 
4. 试 对 例 1.6 中 的 结论 给 予 证 明 . 
5. 问 ， 是 否 存在 0 关 p < C2(R"), 使 存在 一 常数 C 与 a 无关， 
sup |6"op| < C. 
zERm 
6. 证 明 任 一 具 C” (R") 系数 的 微分 算 子 P(z, 8) 都 是 CP?(R") 一 CF?(R") 或 C™(R") 一 
C™(R") 的 线性 连续 映照 
7. 证 明 空间 .Y (R") 按 其 自身 拓扑 是 完备 的 . 
8. 设 ue(7z) 如 (1.7) 式 定义 ， 试 证 : 若 wz) < .9 (R"), 那么 当 E 一 0 时 ， 
uc(Z) 一 w(Z)， F(R"). 
9. 证 明 pm 一 047Y (BR )) 与 下 面 两 条 件 之 一 等 价 : 
(1) 对 任 一 重 指标 a, supseRn 16”pm| 一 0, 且 对 任 一 重 指标 p, a, 有 
sup [7O° pm| < Cp. 
zERn 
(2) 对 任 一 正 整数 w 在 m 一 co 时 ， 有 
sup (1 十 jz 16pm| 一 0， 
i 


10. 设 2(z) 如 (1.5) 式 所 定义 ， zj; 为 趋 于 co 的 一 个 点 列 ， |zj+i| > |z;| 十 2, 试 证 


y= Le) eR), 
;1 (二 lz 


81.2 广义 函数 及 其 运算 
1. 9'(R"7), .F(R"7),E'(R") 广义 函数 


广义 函数 就 是 基本 函数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 ， 我 们 分 别称 C>(R") 上 的 线 
性 连续 泛 函 为 9'(R") 广 义 函 数 , 称 .7(R") 上 的 线性 连续 泛 函 为 7'(R") 广义 函 
数 , 称 C™~(R") 上 的 线性 连续 泛 函 为 6'(R") 广 义 函数 , 有 时 也 将 它们 分 别 简 记 为 
9', 9 8 广义 函数 .这 三 类 广义 函数 全 体 分 别 组 成 相应 的 广义 函数 空间 ， 记 为 
Z(R"), F(R") 与 6'(R"). 显然 它们 都 是 线性 空间 ， 

由 关系 式 (1.11), 且 由 于 每 个 基本 空间 在 后 续 基 本 空间 中 的 稠密 性 可 知 ， 


9 (R") I F(R") I ER"). (2.1) 


事实 上 , 车 Te .79(R"), 则 了 工 是 定义 于 .F(R") 上 的 线性 连续 江 函 . 由 于 CY(R") C 
了 7(R"), 且 CF?(R") 的 拓扑 比 .7(R") 的 拓扑 强 ， 所 以 了 也 是 C>(R") 上 的 线性 连 
续 泛 函 ， 即 了 € 9'(R"). 车 .7'(R") 中 某 个 元 素 工 在 9'(R") 中 对 应 于 零 元 素 的 
话 ， 则 对 任 一 Ps CY(R"), 均 有 (T，y) = 0. 但 是 CY(R") 在 .F(R") 中 稠密 ， 所 
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以 对 任 一 pe .F(R"), 也 有 (T，w) = 0. 这 说 明了 也 是 .YZ'(R") 中 的 零 元 素 ， 故 有 
9Z'(R") D .YH'(R"). 同 理 可 证 9'(R") D 2@'(R"). 

对 于 给 定 的 开 集 8 C _R", 我 们 类 似 地 可 以 定义 CY (8) 上 的 广义 函数 空间 
9Z' (8), C%(1) 上 的 广义 函数 8'(0), 此 后 在 讨论 9', 8' 广义 函数 时 ， 一 般 就 不 特 
别 注 明 是 在 R* 上 还 是 在 有 界 区 域 上 考察 的 ， 但 是 对 .9F 与 .8' 空间 来 说 ， 必 须 在 
Rn"” 上 作 考 察 . 

例 2.1 任 一 局 部 可 积 函 数 都 是 92 广义 函数 . 

事实 上 ， 设 f(x) 为 局 部 可 积 函 数 ， 若 p(z) es C>, 则 积分 式 三 f(z)yp(z)dz 有 
意义 ， 于 是 此 积分 式 定义 了 一 个 Cse 上 的 线性 泛 函 (f, yp), 又 当 pv(z) 一 0(C>) 
时 ， 由 于 v(z) 的 文集 都 含 于 某 紧 集 KK 中 ， 所 以 


HP po)| < max |pv(z))| 上 es 


故 (f, yp) 为 连续 的 . 于 是 f 就 定义 了 CY 上 的 广义 函数 . 
此 例 表明 ,我 们 通常 所 遇 到 的 常 义 函数 都 可 对 应 于 一 个 特定 的 9' 广义 函数 ， 
一 般 就 将 这 个 常 义 函数 与 它 在 2 中 对 应 的 广义 函数 视 为 同一 .而 如 下 面 例 2.2 中 
定义 的 广义 函数 却 不 能 表示 为 常 义 函数 . 于 是 9' 广义 函数 确实 比 常 义 函 数 要 “ 广 ”. 
至 于 其 他 广义 函数 类 也 是 某 些 特定 的 常 义 函数 类 的 “推广 ”. 
例 2.2 5 函数 为 9', .78' 或 8' 广义 函数 . 
前 已 指出 ， 6 函数 作用 于 基本 空间 的 函数 p(x) 得 到 的 值 为 
(6, 9) = 2(0). 
显然 ,这 是 一 个 线性 泛 函 ， 而 且 无 论 按 C>, .7, Ce 的 拓扑 来 说 pv(7x) 一 0 时 , 均 
有 pv(0) 一 0. 所 以 5 函数 是 9', .7 或 8' 广义 函数 . 
关于 9' 与 8@' 广义 函数 ， 如 下 两 个 重要 的 定理 成 立 : 
定理 2.1 若 T 了 Ee BZ'(0), 则 对 任 一 紧 集 KC 0, 存在 常数 C(K) > 0 与 正 整 
数 m(K) > 0, 使 
上 p< C sup [O° p(z)| (2.2) 


lalsm 


对 任 一 满足 条 件 supp p C K 的 CF (1) 函数 yp 成 立 ， 反之, 车 全 为 CY(8) 上 的 
线性 泛 函 ， 且 满足 (2.2) 式 ， 则 了 <e 2'(02). 

证 明 ”用 反 证 法 证 明 前 一 半 , 者 了 € 9Z(8), 而 (2.2) 式 不 成 芯 ， 则 可 找到 
py E CPF(N), supp py CK, 而 


[|(T, pv)| >v up lO wp, (2)|, (2.3) 


|alsz 


81.2 广义 函数 及 其 运算 . 11 . 


记 轴 (= 一 一 色相 则 有 supp 加 (oje 天 又 对 任意 由 当 羡 > 几时 


v sup za? |O*pv(z)| 


sup seo lcpvlz| 1 


lalsm 


i 
vsup een lOrpy(z)| ~v 


sup |0"wv(z)| = 
ZE 人 2 


jalsm 


因此 ，w(z) 一 0(C29)), 但 | Ww)| > 1 这 与 了 e9(2) 矛盾. 从 而 说 明 (2.2) 
必须 成 立 . 

又 若 了 为 C>(8) 上 的 线性 泛 函 ， 且 满足 (2.2) 式 ， 如果 w(z) 一 0(C% (0))， 
存在 紧 集 天 使 supp pv CK 对 一 切 v 成 立 ， 对 于 这 个 K, 找到 C, m 使 (2.2) 式 成 
立 , 但 由 于 pu 是 Ce (0) 中 收敛 于 零 的 序列 ， 故 必 有 sup en |"pv(z)| 一 0, 从 
而 知 (T，pv) 一 0, 这 就 是 了 的 连续 性 ， 故 7 € 9'(0). 

定理 2.2 若 7ec&(O2), 则 存在 紧 集 天 与 常数 C > 0, m > 0, 使 对 任 一 函数 
PECc(0)， 

上 PI < C sup 0"p(z)|. (2.4) 


lal<m 
ZE 天 


有 反之 , 者 了 为 C%(8) 上 的 线性 泛 函 ， 且 满足 (2.4) 式 ， 那 么 就 有 了 < 8'(0). 

证 明 首先 在 4 内 寻找 一 个 紧 集 序列 {K,}, 使 每 个 K, 含 于 Ku 的 内 点 所 
成 的 开 集 中 ， 而 且 对 于 任 一 紧 集 天 C 0, 必 有 N 存在 , 使 wy>N 时 KC Ky,, 对 这 
样 的 紧 集 序列 ， 今 后 简 记 为 


KiCCK2CC. CCK CC 一 人 2. (2.5) 


若 4 CB, 且 4 的 闭 包含 于 B 的 内 点 中 ， 则 记 为 A cc B. 
现在 证 定理 条 件 的 必要 性 . 仍 用 反 证 法 ,如果 Te 8'(1), 而 (2.4) 式 不 成 立 ， 
则 对 任意 v, 必 可 找到 pv, 使 ps se C%(0), 且 
(T, pv) >Z sup |9"pv(z)|， 
EK, 


|alsz 


先 设 上 式 右边 不 等 于 零 , 记录 人) = 二 -和 jj 则 和 eC(0), 又 对 
lalsr 


任 一 紧 集 KK C 8 在 v 充分 大 时 必 有 CK,, 所 以 对 任 一 m, 当 v > m 时 必 有 


a SUD ge [O° wp, (7)| 1 0 
su pp 
GT < 


lalgm 


因此 (zx) 一 0(C™%(2)), 但 |(T, 如 )| >1, 这 与 Te 8'(1) 忒 盾 . 
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者 supzex |9"pv(z)| = 0 则 由 于 (Tpv) > 0, 故 可 取 入 ,使 得 对 加 = Xpv 有 
|(T, ww)| > 1, 故 上 述 论断 仍 成 立 . 
反之 , 若 了 为 C?(2) 上 的 线性 泛 函 ， 且 满足 (2.4) 式 ， 即 存在 一 紧 集 K 与 正 
整数 m 使 
| po)| < C sup |0°*wp,l. 
EK 


lalzm 


若 一 0(C”(f)), 则 不 等 式 右 端 趋 于 零 ， 所 以 (T， yy) 一 0. 这 就 得 到 了 了 的 连 
续 性 ， 故 Te 8'(0). 证 毕 . 


2. 广义 函数 的 支 集 


对 于 一 个 连续 函数 f(z) 来 说 , 它 在 特定 点 zo 的 取 值 是 有 确切 意义 的 , 但 对 于 
一 个 Lebesgue 可 积 函 数 来 说 ， 一 般 允 许 它 在 一 零 测 度 集 上 任意 改变 其 值 ， 因此， 
说 它 在 特定 点 zo 的 取 值 ， 其 意义 就 不 明确 了 .对 于 广义 函数 来 说 ， 更 是 如 此 ， 一 
般 我 们 不 能 说 广义 函数 在 一 特定 点 的 取 值 ， 但 是 它 在 任 一 开 集中 的 值 却 是 有 确切 
意义 的 ,着 有 一 广义 函数 Te 2( 人 2), 对 于 任 一 函数 ps C2e(2) 0 C0， 


(T, p) = 0， (2.6) 


则 称 了 在 2 内 为 0, 或 者 说 了 在 9 内 取 零 值 

车 广义 函数 卫 , TD 在 82' 内 使 一 TZ 取 零 值 , 则 称 1, 他 在 2' 相等 . 于 是 ， 
一 个 广义 函数 可 以 在 R" 的 某 个 开 于 集 上 等 于 一 个 常 义 函 数 ， 其 至 是 Ce 函数 . 例 
如 ， 5 函数 仅 在 含 原点 的 开 集 内 是 “广义 ” 的 ， 而 在 不 含 原点 的 任 一 开 集 上 取 什 为 

定理 2.3 ” 若 有 一 广义 函数 了 < 2(2), 对 于 任 一 点 zo < 82, 均 有 zo 的 邻 域 
Os。, 使 T 在 其 中 为 0, 那么 在 整个 28 内 T=0. 

为 证 明 这 个 定理 , 我 们 先 证 明 一 个 单位 分 解 定理 , 它 在 今后 当 对 问题 作 局 部 化 
处 理 时 常 看 到 . 

定理 2.4 (单位 分 解 定理 ) ”对 若 在 R" 中 有 开 集 组 {0;} {i = 1,…,k} 覆盖 
紧 集 KK, 则 可 以 找到 如 下 的 函数 组 {yi;}, 其 中 mi > 0, pi e C>(O;), 且 在 K 上 
i pi 三 1. 

证 明 ”因为 开 集 O: 覆盖 闭 集 K\ Us 0;, 因此 , 我 人 有 51 = d(80, 
K\ Ui 0 > 0 于 是 我 们 可 以 将 01 缩小 为 01 = OU ( 它 表示 01 内 点 的 子 
集 ,其 中 每 一 点 与 01 的 边界 之 距离 大 于 呈 ), 则 04 与 02,…,O% 一 起 仍 构成 对 


K 的 覆盖 . 类 似 地 ， 可 以 逐个 地 缩小 O2, Os, pe , Ok, 使 O1， Os, 人 Or 仍 构成 对 
K 的 覆盖 . 
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由 $1.1 例 1.4, 在 每 个 O; 中 存在 函数 wi(z), 使 Wi es C>(0i), 0 < wi < 1, 且 在 
O! 上 wi 三 1. 于 是 令 


Pp1= Wi pi=Wpil Vl yi) i=2,..,k, (2.7) 
由 于 0< wi<1(i= 1,…,), 所 以 pi 之 0, 它 也 是 C>(O;) 中 的 元 素 ， 且 
1 i 二 1 一 蜗 一 徊 (1 一 息 ) 一 一 (1 一 上)… (1 一 -1) 
”i 


因为 U*_， 0 覆盖 K, 故 对 K 上 任意 一 点 ， 至 少 有 某 个 w 取 值 为 1, 从 而 必 有 
1 一 5 pi 三 0. 证 毕 . : 

定理 2.3 的 证 明 “对 于 任 一 pe Cese(2), suppp 二 KK 为 紧 集 ， 过 1 中 每 一 点 
zo 可 作 O。。 使 在 其 中 = 0, 这 种 O。。 全 体 构成 对 于 紧 集 K 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 此 
必 有 有 限 开 覆盖 O1, .…, Ox. 据 定理 2.4 可 以 作 单 位 分 解 4 ，wi = 1 wm>0, 且 
supp Pi C 0i, 于 是 pip E C2(Oi). 故 


= 2_, (7, ip) 


这 就 说 明了 在 2 内 恒 等 于 零 ， 证 毕 , 

利用 广义 函数 在 开 子 集中 取 值 的 概念 ， 可 以 定义 广义 函数 的 支 集 如 下 : 

定义 2.1 ”使 广义 函数 了 取 零 值 的 最 大 开 集 的 余 集 ， 称 为 广义 函数 了 的 支 
集 , 记 为 supp 了 

由 此 定义 可 知 ， 对 于 广义 函数 了 与 基本 函数 w, 当 supp 了 与 supp wp 不 相交 
时 ， 必 有 (7, o) = 0 

如 果 f(z) 为 连续 函数 ， 则 按 81.1 中 函数 的 支 集 的 定义 ， f(z) 的 支 集 与 它 作 
为 广义 函数 时 的 支 集 显然 是 相同 的 . 

例 2.3 56 函数 的 支 集 为 原点 {0}. 

定理 2.5 任 一 8'(0) 广义 函数 了 其 支 集 都 是 紧 的 . 反之 , 任 一 9'(8) 广义 
函数 工 , 若 其 支 集 为 紧 的 ， 必 为 B'(B) 广义 函数 . 

证 明 ”这 个 事实 可 以 从 定理 2.2 很 快 推 得 . 若 了 Te er'(2), 则 (2.4) 式 成 立 ， 

I((T, PIC uD, lO° p(x)|. 
EK 

因此 只 要 yp(z) 的 文集 落 在 人 \K 中 ， 上 式 右 端 为 0, 故 有 (T，y) = 0, 这 说 明了 在 
OAK 中 恒 为 零 ， 从 而 suppT CK. 
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反之 , 若 了 的 支 集 为 紧 集 K, 则 作 人 ,使 天 cc 21 cc 8, 并 作 C(z) e C%(01)， 
且 使 C(x) 在 KK 上 恒 等 于 1. 
由 于 了 为 9'(1) 广义 函数 ， 故 由 定理 2.1 知 (2.2) 式 成 立 ， 所 以 对 于 紧 集 1， 
有 常数 C 与 m 使 
上 pI &C sup lO°*w(z)| 
TEN1, 
lalgm 
对 一 切 满足 条 件 supp p C Ji 的 C> 函数 成 立 ， 对 于 一 般 的 pe Cece(D), 将 它 分 
解 为 p = Cy 十 (1 一 Ov, 并 定义 (T,y) = (人 Co) 则 
上 p)|=|(7, Cp)| <&C sup |0°(Cp)| < 0’ sup |O°y|. 
ZE121， ZEf21， 
|al 和 mm |a| 和 mm 
容易 证 明 这 样 的 定义 与 ¢ 的 选取 无 关 . 因此 ,由 定理 2.2 知人 是 8'(1) 广义 函数 . 
证 毕 . 
3. 广义 函数 的 极限 


在 广义 函数 空间 中 也 可 引入 拓扑 结构 , 或 者 说 极限 关系 . 为 避免 引入 很 多 其 他 
概念 ， 我 们 这 里 介绍 一 种 常用 的 纶 极限 概念 ， 并 以 后 简称 为 极限 . 

定义 2.2 ”和 若 有 属于 某 一 基本 函数 空间 的 广义 函数 列 {TZ}, 对 于 其 基本 函数 
空间 上 任 一 元 素 p, 有 

(527 一 0， (2.8) 

则 称 你 弱 收敛 于 0, 或 简称 鸡 收 敛 于 0. 车 Ti 一 了 收敛 于 0, 则 称 Ti 的 极限 是 了， 
记 为 Th 一 人 

例 2.4 设 {6n(z)} 是 按 下 式 定 义 的 函数 列 : 


1 h h 
了 ) i 所 0 < 全 

6n(z) = 4h 2 < 光 (2.9) 
8 3 7 


其 中 ，5e (一 了 了). 当 h 一 0 时 ，p(&) 一 p(0), 故 有 
lim 《02 2) 一 2(0) = (6, 2h)， 


此 即 6 一 9. 所 以 6 函数 可 以 视 为 (2.9) 所 给 出 的 函数 族 的 极限 . 
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例 2.5 设 f(n) = 二 2, 则 在 v 一 oo 时 有 所 一 5. 
事实 上 ， 对 任 一 0C% 函数 wp(z), 利用 Riemann-Lebesgue 引 理 知 


人 由 = 人 EE) (0) = 6, 9) 


对 于 广义 函数 ， 也 可 以 定义 Ce 函数 列 ， 使 在 相应 的 拓扑 下 收敛 于 给 定 的 广 
义 函 数 . 

定理 2.6 若 TeS2(R7), 则 (ac(z 一切 ) 为 Rr? 中 的 Coee 函数 ， 这 里 a。 
如 §1.1 中 所 定义 . 

证 明 ”因为 对 任 一 固定 的 x, qe(z 一 y) & CY(R?), 所 以 ((T, ae(z 一 y)) 有 意 
义 . 又 当 z 一 zo 时 , 可 以 使 ae(z 一 y) 的 支 集 都 落 在 一 个 固定 的 紧 集 KK 中 (如 取 天 
为 以 zo 为 心 以 2e 为 半径 的 闭 球 即 可 ), 且 在 K 中 ae(z 一 y) 的 各 阶 导 数 都 一 致 地 
收敛 于 ae(zo 一 了 ) 的 各 阶 导 数 . 所 以 zx 一 zo 时 ac(z 一 Y) = ae(z0 一 Y) (CF(R?)), 
故 (T, Qe(7z 一 臣 ) 一 (T， ae(z0 一 臣 ), 因此 到 (z) = (T, Qe(z 一) 为 z 的 连续 函数 . 

又 记 Akz 为 zx 方向 的 增 量 ， 并 构造 差 商 

Te( 2 十 AkZ) 一 Te(Z) 人 ac(z 十 AkZ;y) 一 ac(zy)) 
AkZ Akz 
ac(Z 十 AkzZ,y) 一 Qc(2Z， 
0 


人 二 Brae(z,y) (Cw(R")), 因此 差 商 
EC 和 一 (2) 有 极限 (T， Ba (x, 四). 所 以 荆 (z) 关于 zh 可 求 导 . 同 理 可 证 
T.(z) 具有 任意 阶 的 导数 .证 毕 . 

于 是 我 们 可 以 从 一 个 广义 函数 T 出发， 得 到 Cee 函数 T, 这 称 为 广义 函数 的 
正则 化 ， 由 于 当 了 为 常 义 函数 时 ， 将 它 视 为 广义 函数 对 基本 空间 上 元 素 的 作用 就 
是 通常 的 积分 ， 故 此 时 ， 广 义 函 数 的 正则 化 就 是 我 们 在 81.1 中 讨论 过 的 函数 正则 
化 . 

”定理 2.7 当 TEe9(R") 时 ， TT 一 T(9'(R")). 

证 明 这 里 我 们 不 再 区 分 T e 9'(R?) 还 是 TE 2'(R"), 因为 通过 同 构 对 应 ， 
可 以 将 9'(R?) 与 9'(R*) 视 为 相同 的 .根据 前 面 引 入 的 收敛 概念 ， 我 们 只 要 证 明 
对 任 一 p € CY(R"), (Te, yp) 一 (TT, yp) 成 立 . 

由 于 TD 为 常 义 函数 ， 故 (T, wp) 可 用 积分 


f ,oe 0) vl) 
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计算 ， 我 们 不 妨 用 Riemann 积分 来 计算 此 值 ， 并 将 它 写成 和 式 极限 的 形式 
> (Ty, Qe (Ti — Y))P (Ti) Ai, 


lim 
max d(Ai)—0 
这 里 maxd(A;) 表示 A; 的 最 大 直径 ， 上 式 等 于 
Ty; 2 Qe (Ti -Wp(zi)Ai). 


de 


因 yp(z) 为 有 界 文集 函数 ， 记 它 的 支 集 为 K, 则 每 个 ae(zi 一 Yy)yp(zi) 的 支 集 必 含 于 
开 十 DOe{oi2 +2 2 EK, |z”| < e} 中 ， 从 而 ; qe(zi 一 YPp(zi)Ai 也 如 此 ， 当 
maxd(Ai) 一 0 时 ， 不仅 


lim > Qe (Ti — YP(Ti) ATi = / Qe(T — YP(T)d, 


max d(Ai)—0 


而 且 > Qe(zi 一 y)p(Xi)Azxi 的 各 阶 导 数 也 收敛 于 ase(zx 一 y)p(z)dz 的 各 阶 导数 . 
这 就 得 到 了 


cc — Yoloi)Ari — / oes -gp(zjdz (CR™)). 
(Te, 0) = (Dy, { ole Wp)de) = (7, we) 


但 根据 定理 1.1 的 系 3, 当 e 一 0 时 ， ye 一 p (CF?(R")), 因此 < 一 0 时 (人 p) 一 
( 9p). 证 毕 . 

定理 2.8 当 TE@'(R"?) 时 ，T: —» T(@’'(R")). 

证 明 由 定理 2.5, 了 具有 紧 支 集 K, 而 当 z 4 KK 十 Oc 时，ace(z 一 y) 作为 y 
的 函数 ， 其 文集 不 与 相交 ， 从 而 有 


Te(z) = (1y, Qe(¥ —Y))=0, 


所 以 T: 也 有 紧 支 集 ， 作 函数 5(z) 使 其 在 KK +O3 中 便 为 1 在 K+01 外 恒 为 零 
那么 ， 由 定理 2.7 知 ， 对 任意 的 pe C~(R") 有 


(Te, 一 人 Cw). 
但 只 要 <。 < 3, 在 了 ,7 的 支 集中 Cp = wo, 故 由 上 式 立刻 可 得 
(Te, 9) = (7, 9)- 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
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4. 广义 函数 的 导数 
在 以 下 讨论 广义 函数 的 性 质 中 虽然 已 对 9' 广义 函数 加 以 讨论 , 但 如 不 加 特别 
说 明 ， 它 对 于 其 他 广义 函数 也 是 适合 的 . 
定义 2.3 设 T 了 为 9'(R") 广义 函数 ， 定 义工 关于 zx 的 偏 导数 为 广义 函数 
Ber 它 满足 
(有 如 ， 9) a (a 3) Yo € OC%(R"). (2.10) 


由 CP(R") 的 拓扑 可 知 ， 从 wx 一 0(C2(R")) 可 以 推出 了 名 一 0(CP(R"), 所 以 


(210) 式 左 册 确实 定义 了 一 个 C2(R") 上 的 线性 连续 汉 西 , 即 部- 也 是 9(R") 的 
广义 函数 ， 它 称 为 工 关于 zi 的 广义 导数 或 导数 

当 了 为 常 义 的 连续 可 微 函数 时 ， 根 据 p 在 一 个 紧 集 外 为 零 的 特性 可 知 ， 若 将 
(2.10) 式 左 端 5 理解 为 党 义 的 导数 ， 该 式 就 相当 于 一 个 分 部 积分 公式 它 自然 是 
成 立 的 , 这 就 表明 对 常 义 的 连续 可 微 函 数 来 说 , 其 常 义 导 数 与 广义 导数 是 一 致 的 ， 
故 上 述 广义 导数 的 定义 确实 是 常 义 函 数 导数 概念 的 推广 . 

广义 函数 求 导数 的 运算 是 广义 函数 空间 9'(R") 到 它 自身 的 一 个 线性 连续 映 
照 ， 由 上 面 讨论 可 知 ， 能 够 规定 这 种 运算 的 基础 是 ; 在 基本 空间 C>(R") 中 ,相应 
的 求 导数 运算 为 C>(R") Cw(R") 的 线性 连续 映照 由 于 对 于 基本 空间 .7(R")， 
C™”(R") 来 说 , 求 导数 运算 都 是 到 其 自身 的 线性 连续 映照 所 以 对 .7'(R"), @'(R") 
广义 函数 来 说 , 都 可 定义 求 导数 的 运算 . 这 一 事实 在 今后 定义 广义 函数 其 他 运算 时 
常会 遇 到 . 

类 似 地 可 以 定义 高 阶 导数 ， 对 于 重 指标 a 有 


(0°T, p) = (Dl(T, cp)， vp e CF(R"), (2.11) 
于 是 容易 得 到 广义 函数 以 下 两 个 性 质 : 
(1) 广义 函数 的 任意 阶 导数 存在 . 
(2) 广义 函数 的 导数 与 它 求 导 的 次 序 无 关 . 例如， 就 二 阶 导数 而 言 ， 有 
O02T O02T (2.12) 


BrjOTk OrkOT; 


这 是 因为 对 任 一 pe C%(R")， 
02T O02 D? O02T 
(or (de 0 (a 
例 2.6 考虑 Heaviside 函数 


H(x) = | i (2.13) 
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作为 一 个 常 义 函 数 来 说 ， 巨 (z) 在 x 关 0 时 导数 为 0, 在 z = 0 处 导数 不 存在 , 但 作 
为 广义 函数 ， 它 在 R! 上 可 导 ， 对 于 任 一 PE CY 有 


(PF 0) =-(8 YE)=-/ Ee) = 6 ¢) 
所 以 全 H(s) = 6(z) 
例 2.7 记 P.V.(2 ) 为 发 散 积分 J% 守 的 Cauchy 主 值 ， 即 


(CB (>), 2 ) a Wag oe = lim 时 


一 oo < 一 0 J|zlze TX 


Yo E Cece( 忆 1)， 
可 以 证 明 它 是 9B'(R!) 广义 函数 . ee 


Sn 


é)loge a x)log|z| dz 
cj)ljoge ‘(7x) log |z| az， 
由 一 0 时 [p(s) 一 yp(-e)|loge 一 0, 故 


lim a = -/ p(x) log |z| dz, 
< 一 0 |z| 之 e L 一 co 


所 以 PV.(: ) 就 是 log |z| 在 广义 函数 意义 下 的 导数 ， 而 log |z| 为 局 部 可 积 函 数 ， 
它 属于 9'(R1), 故 Pv.(=) E F(R1). 

定理 2.9 若 9Z'(R") 广义 函数 了 在 连通 开 集 8 中 导数 为 零 , 则 了 工 在 2 中 
为 常数 . 

证 明 ”在 定理 2.7 中 已 证 明 , 对 于 了 的 正则 化 函数 T:, (Ts, yp) = (T, pe)， 于 是 
对 1<k<n, (O(Te), p) = —(Te, Orp) = —(T, Oppe) = —(T, Ok(9e)) = (OkT, pe), 
因此 有 (Ts) = (OkT)。. 根据 定理 条 件 ， BT 在 9 上 为 零 ， 故 Ok(T:) 在 82: 上 为 
零 , 但 工 为 C” 函数 ， 因 此 由 ZT 在 各 方向 的 导数 均 为 零 可 知 它 在 9。 上 应 当 为 常 
数 . 然而 ， 对 于 任 一 紧 集 天 C 2, 在 es 充分 小 时 ， 总 有 f 2 K, 而 从 定理 2.7 可 知 
TT 一 了 T 了 , 故 T 在 KK 内 为 常数 .由 于 K 是 任意 紧 集 ， 所 以 了 在 2 内 是 常数 . 证 毕 . 

定理 2.10 ”如 果 一 个 广义 函数 7, 它 的 支 集 为 {0}, 那么 它 必 是 6 函数 及 其 导 
数 的 有 限 线 性 组 合 : 

T= myn6, (2.14) 


Ilplgm 
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这 里 m 为 某 正 整数 ， ap 为 常 系数 ， 且 这 个 表示 唯一 . 
证 明 由 定理 2.5 知 全 为 @'(R") 广义 函数 ， 又 由 定理 2.2 知 ， 必 存在 常数 C 
与 正 整数 m, 紧 集 天 使 
上 PIC sup |6o(z)| 


lalgm, 
reK 


对 任 一 C™ 函数 9 成立. 我 们 先 指出 如 果 了 满足 上 述 不 等 式 , 而 且 p(z) 在 原点 的 函 
数 信 及 其 直至 m 阶 导数 值 为 零 就 必 有 (7，w) = 0. 事实 上 ， 作 函数 C(z) < C>(R")， 
使 <(z) 在 |z| < 3 时 为 1, 在 |z|>1 时 为 0, 并 令 C(z) = (=), 则 有 
lorce(z)| < Ce 
又 在 Ge(z) 的 支 集 上 Ip(z)| < Ce™11, 87g(z)| < Cem"ti(r < m), 所 以 
上 OI SIT, Ge PHNT, G9) =I, 6 PSC sup lo°(Cep)| 


lalzm 
ER 


<C sup = -0 
< 人 2 ol(a — oa)! 2 


< C' sup (el*| em-laltle +t) = O(e). 


lalgm 


但 (T, y) 显然 是 一 个 与 s 无关 的 量 ， 因 此 令 。 一 0 即 得 (7, yp) =0. 
对 于 一 般 的 p(z) e Ce, 在 原点 对 它 作 Taylor 展开 有 


2 Ton + Rls) 


Iplgm 


这 里 Rm 为 C% 函数 ， 它 满足 当 |p| < m 时 8?Ri,(0) = 0. 所 以 有 
a (7 3 “2 =) 让 杖 二 


|z| 和 mm 


= 》、 一 Sh A (三 wo) 


Ip|<m Ip|gm 


因此 有 了 = > yj<m QapO?6. 
又 阁 人 = 0 则 (T，z2) = 0, 从 而 所 有 ap = 0, 故 分 解 式 (2.14) 是 唯一 的 . 证 
毕 . 


5. 广义 函数 的 乘 子 
设 了 为 乡 (B) 广义 函数 ，a(z) s C%(R"), 定义 a 与 工 的 乘积 a7 为 
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(aT, wp) = (T, aw), vp € CF(R"). (2.15) 


由 于 从 pe CF>(R") 可 以 推出 ap es CF(R"), 又 从 pv 一 0(C>(R")) 可 以 推出 
ay 一 0(C%(R")), 所 以 (2.15) 式 确实 定义 了 一 个 9'(R") 广义 函数 ， 因 为 对 于 任 
意 一 个 2 广义 函数 了 aT 都 有 意义 ， 所 以 我 们 也 称 a(z) 为 2'(R") 的 乘 子 . 

同样 可 以 证 明 , 任 一 C~(R") 函数 a(z) 为 8'(R") 的 乘 子 . 但 对 于 .7'(R") 来 
说 ， 则 不 然 . 

例 2.8 er 不 是 .7'(R") 的 乘 子 ， 

事实 上 ，e- 是 .9(R") 的 元 素 ,但 er .e- 近 = e5 不 再 属于 .F(R"), 故 
ez 不 能 作为 .7'(R") 的 乘 子 . 

综合 (2.10) 与 (2.15) 可 知 ， 以 C%(R") 函数 为 系数 的 一 个 偏 微分 算 子 
并 <。 au(z)8 作用 于 任 一 9Z'(R") 广义 函数 或 8'(R") 广义 函数 了 都 是 有 意义 
的 , 它 将 空间 2Z'(R") 与 8/'(R") 分 别 连续 映照 到 它们 自身 . 又 当 au(zZ) 为 9'(R") 
的 乘 子 时 ， 这 个 算 子 作用 于 .9'(R") 广义 函数 也 有 意义 ， 它 将 .7'(R") 连续 映照 到 
它 自 身 . 

如 果 了 为 广义 函数 ， a 为 相应 的 乘 子 ， 则 有 Leibniz 公式 

0? (aT) = > CT DP 4 了 了). (2.16) 

我 们 将 此 式 的 证 明 留 给 读者 . 

6. 广义 函数 的 自 变量 变换 


对 于 一 个 定义 在 0。 中 的 函数 f(z), 若 有 -一 Cee 可 道 自 变 量变 换 z = w( 办 ,将 
0, 与 0, 构成 一 一 对 应 , 则 由 f(z) 可 以 导出 0, 上 的 函数 产 (人 = f(w()). 对 于 一 
个 广义 函数 来 说 , 如 Te 9'( 人 2,), 虽然 不 能 按 每 点 给 一 个 函数 值 的 方式 去 理解 它 ， 
但 相应 于 自 变量 变换 > 二 %(b), 仍然 可 以 定义 一 个 广义 函数 5 e 9'(O,), 它 正 是 党 
义 函 数 自 变量 变换 概念 的 扩充 . 

如 果 h(x) es C> (8;), 则 对 于 常 义 函 数 f(z)， 

太 Thajtz= fp sl) aet hw (Wl dy 

0, Os 

或 者 记 z = %(y) 的 反 函 数 为 了 = 加 (对 于 pl) e C>(Oy) 有 


/ 9(V)P(V)ay = g(wi(x)) p(w1(z)) det IY’ (z)| dz. 
O 9 


2 


于 是 , 对 于 给 定 的 Te 乡 (Q2), 可 以 定义 由 它 诱导 出 的 广义 函数 5 € 9(Ov) 如 下 : 


(S, p) = (T, p(wi(z)) det Iwi(z)|), Vp € C8 (Oy), 
*) 这 里 82;,Oy 都 是 定向 区 域 


2 广义 示 娄 及 其 运算 有 


这 样 的 定义 是 合理 的 . 因为 在 变换 zx = vw(y) 下 ， 亿 中 的 紧 集 变 为 0, 中 的 紧 
集 . 又 因为 y = 如 (z) 与 x = w(y) 都 是 C 函数 ， 故 det| 改 (z)| 及 其 各 阶 导 
数 在 2。 上 都 是 有 界 的 . 故 若 有 函数 列 pn(y) € C8 (Oy), pn 一 0(C2 (Oy)), 则 
pn(W1(7Z)) det WA(z)| 一 0(C> (82z)). 因此 ,着 人 了 为 (2:) 广义 函数 ， 即 可 知 5 为 
9'(Oy) 广义 函数 . 


7. 广义 函数 的 卷 积 
对 于 CP (Rn) 函数 f(z), g(z), 可 以 定义 其 卷 积 为 
1rs@ = 人 fe -wey = {fe -We 


现在 我 们 把 卷 积 的 概念 推广 到 广义 函数 , 它 将 是 广义 函数 空间 中 一 个 重要 的 运算 . 
将 上 式 中 的 f,g 视 为 9'(R") 广义 函数 ， 作 用 于 C>(R") 函数 p(x) 上 ， 则 


(x ge) ole) = {p00 {fe Woldydr 


| ( / 过 p(T + Y)f() gl)ey) dz 


= (f(x), 9( p(T + 9))) 


= (9(Y), (f(z), plz + 9))). (2.17) 
据 此 可 定义 两 个 广义 函数 的 卷 积 . 
定义 2.4 ” 设 5S, 了 为 两 个 广义 函数 ， 则 3, 了 的 卷 积 定义 为 
(S*T, 9) = (Sz, (Ty, p(T + Y))), (2.18) 


其 中 wp 为 任意 的 C> 函数， 

上 式 中 5;, ZT 的 下 标 分 别 表示 它们 是 作用 于 空间 CY( 谨 ) 与 C2(Ry) 的 广义 
函数 . 显然 ， 用 式 (2.18) 定义 的 广义 函数 卷 积 是 常 义 函数 卷 积 的 概念 的 推广 . 

注意 并 不 是 任何 两 个 广义 函数 都 可 以 求 卷 积 的 ， 但 是 我 们 有 

定理 2.11 若 了 为 8@'(R") 广义 函数 ，5 为 9'(R") 广义 函数 ， 则 由 (2.18) 
定义 的 卷 积 Sx*T 为 2'(R") 广义 函数 ， 又 若 3 为 8'(R") 广义 函数 ，T 了 为 9'(R") 
广义 函数 ， 同 样 可 得 S$* 了 有 意义 ，S*T€ 2'(R"). 

证 明 先 证 着 Te 2'(R"), p € C2>(R"), 则 


yz) = (Ty, p(z+Y)) E Ce (Rs). 


事实 上 由 定理 2.5 知 ZT 的 支 集 为 紧 集 K, 由 此 可 以 找到 一 个 C>(R") 函数 C(y), 使 
C(y) 在 KK 上 和 恒 等 于 1, 这 时 必 有 C4(y)Ty = Tv, 于 是 


bz) = (CWTy, pz+Y)) = (Ty, (WPT + Y)). 
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当 z 充分 大 时 ，p(z+9) 作为 y 的 函数 , 其 支 集 与 6(y) 的 支 集 不 相交 , 故 Cy)p(z++ 
y) = 0, 从 而 x 充分 大 时 %(z) = 0, 故 V%(z) 支 集 有 界 . 

与 定理 2.6 的 证 明 相 仿 ， 可 以 得 知 w(x) es C~%(R?), 故 W(z) e C>(R"). 因此 
(Sz, %(zZ)) 有 意义 , 而 且 , 若 {pov(z)} 为 C>(R") 中 的 序列 ，wv(z) 一 0(C%(R"))， 
则 Ww(z) = (ZH, pv(z 十 )) 有 一 致 有 界 的 支 集 ,而 且 由 定理 2.2 知 ， 存 在 常数 C 与 
m, 使 

[w(x)| = p(s +WI SC ny |1D8pv(z 十 切 | 
yER" 

故 由 pv(z) 一 0(C>(R")), 可 知 ww(z) 一 致 收敛 于 零 . 同 理 可 知 (2) 的 各 阶 导数 
都 一 致 收敛 于 零 ， 于 是 W(x) 一 0(C>(R")). 从 而 有 .(S。 ww(z)) 一 0. 这 就 说 明了 
S* 了 确 为 C>(R") 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 . 故 Sx*T€ 2(Rn). 

同样 方法 可 证 ， 若 Te 9'(R"), 则 

yz) = (Ty, lz + 9)) € C>(R). 

故 只 要 3 < 8@'(R"), (Sx*T, 2) = (Sz, (zx)) 也 是 有 意义 的 , 而且 从 wv 一 0(C>(R")) 
可 以 推 知 ,一 0(C™”(R")), (Ss, Ww) 一 0. 故 5*T 有 意义 ， 它 是 9'(R") 中 的 元 
素 . 本 定理 后 一 部 分 证 明 的 详细 叙述 请 读者 自行 完成 .证 毕 . 

定理 2.12 设 RR,5,Te9'(R"), 且 其 中 至 少 有 两 个 具 紧 支 集 ， 则 

(1) (R* 5)*T = Rx(S*T); ( 

(2) S*T=T*S,; ( 

(3) supp (S * T) C supp 9 十 supp 了 ; (2.21) 

(4) 6#T=T*6=T. ( 

证 明 (1) 对 于 任 一 CY(R") 函数 p, (2.19) 两 边 作用 于 y, 都 可 表示 为 

(Rz, (9y， (7y， 2(Z 十 9 十 y)))). 

(2) 可 利用 连续 函数 卷 积 的 可 交换 性 与 (1) 来 证 明 广 义 函 数 卷 积 的 可 交换 性 . 

事实 上 ， 对 于 任意 的 p, me C>(R")， 


((S*T)*p)*y=(S*T)*(p*y) = (S*T)*(V* yp) 
=((S*T)*V)*p= (S*(T*y))* yp 
=S*((T*))*p)= S*(p*(T*Y)) 
=(S*p)*(T*) = (T*Y)*(S*y) 
=T*(V*(S*y))=T*((S* yp)*) 
= (T*(S*9))*Y = ((T*S)* wy)*y, 


(S*T)* p= (T*S)*, 
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所 以 S*T=T*5S. 

(3) 由 卷 积 的 定义 知 ， 对 任意 PE C>(R"), 有 

(S*T, 0) = (0 (Ty P(t): 

今 若 supp en (supp 5S + supp T) 为 空 集 ， 则 可 以 找到 开 集 fs 2 supp 3 与 Br 2 
supp 了, 使 supp en (2s + Or) 仍 为 空 集 . 于 是 ， 当 ze Vs,ye 人 条 时 ，wz 十 幼 
恒 为 零 ， 这 说 明 ， 当 z € fs 时 ， (T, p(z 十 奶 ) 恒 为 零 . 由 于 5 的 支 集 含 在 82s 
中 ， 故 (S55, (人 TD， p(x 十 臣 )) = 0, 从 而 有 (S*T, 2) = 0, 故 得 (2.21). 

(4) 对 任 一 PE C%(R"), 有 

(CrT 9) = (Ts, (6y, Pz +)) = (Ts, P(Z)) 二 人， 

定理 2.11 告诉 我 们 ，2'(R") 广义 函数 全 体 关于 通常 的 线性 运算 以 及 卷 积 运 
算 构成 一 个 可 交换 的 有 单位 元 的 代数 ， 广 义 函数 5 就 是 它 的 单位 元 ， 这 个 代数 称 
为 卷 积 代数 . 

关于 卷 积 还 有 如 下 性 质 : 

(5) 对 于 任意 重 指标 a, 若 aa + aa = am 广义 函数 5, T 中 至 少 有 一 个 具有 紧 支 
集 ， 则 

O°(S*#T)= (0%5)* (0%"T) . (2.23) 
事实 上 ， 对 于 任意 的 € C2 (Rh)， 
(80°(S*T), p) = (-—1)l°l(S * T, O°y) 

(—1)l°l(S,, (Ty, O°p(z + 9))) 
= (—1)l%| (5S%, (—1)l°| (Ty, 8109° (z+))) 
(—1)l®%! (52, 0% (09°Ty,, p(x + Yy))) 
=(0% 500 Ty p(t 
= (0°1S * 0%T, p). 


根据 这 一 性 质 ， 若 有 一 个 常 系数 的 偏 微分 算 子 P(D) = 沁 ja<p QaD” 作用 于 两 个 
广义 函数 的 卷 积 上 ， 则 有 
P(D)(E*T)= (P(D)E)*T. 
(6) 车 Te 2B'(R"), pg & 0C>(R"), 那么 将 9 视 为 广义 函数 (如 2'(R?) 广义 函 
数 ), 则 TT* wp 有 意义 ， 此 时 


Tx*xy= (Ty, p(x —))- (2.24) 
事实 上 ， 类 似 于 定理 2.6 的 证 明 可 知 (Ty, p(z 一 切 ) 为 C” 函数 ， 且 它 作用 于 任 一 
%(z) es C2(R") 有 
(人 plz 一切 ) 7)) = (Dy, plz 一 切 ， VD)) 
= (Dy, p(2), (z+Y)) = 全 *2， 内 
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故 知 (2.24) 式 成 立 ， 此 式 亦 可 看 成 常 义 函数 卷 积 公式 的 推广 . 
利用 广义 函数 的 卷 积 可 以 把 函数 正则 化 写 为 fc = f * a。. 于 是 ， 定 理 2.7 的 结 
论 也 可 写成 ae * 工 一 工 . 


习 是 
1. 问 下 列 广义 函数 属于 哪个 空间 : 
(1) f(x) = ez cosz; 
(2) Jo = | 


0， |z|>1; 
(8) (0) = vO0), vpls) eC™(R'). 


1l, |z|<1 
0， |z| 宕 1 


2. 设 v(z) = | , 试问 w(z) 的 支 集 是 什么 ? 又 按 (1.7) 式 定义 的 we(z) 的 支 


集 是 什么 ? 

3. 证 明 : 者 各 (z) € C(R"), 加 (z) > 0, 且 对 于 任意 的 5 > 0，R > 0, 在 [-R，-9)， 
6, 司 上 fm(z) 一 致 趋 于 零 ， 并 使 六 fm(z)dz 一 1 则 m 一 o0 时 f(z) 一 6(7)(D'(R") 
或 .F(R")). 

4. 证 明 在 广义 函数 意义 下 下 列 极限 成 立 : 


a c 
(1 lim 全 三 TO(Z); 


(2) lim -二 = 5(z)， 

5. 设 f(z)=(z 十 ie) 十 (z 一 ie)-1 证明 lime o fc 在 FZ'(R") 中 存在 . 

6. 着 fm(z) 与 f(x) 都 是 C(R") 函数 ， 则 在 下 列 各 种 情况 下 能 和 否 得 到 ff(B'(R")) 
的 结论 ? 

(1) fm(z) = f(z), LI?(R"); 

(2) fm(z) 点 点 收敛 于 f(z); 

(3) fm(z) 一 致 收敛 于 f(x). 

7. 设 p(z,y) € C2 (RE x RY), Ty € FZ'(RY), 试 证 (了, yp(z,y)) 是 C>(R?) 函数 . 

8. 计算 下 列 诸 式 ( 均 设 p(x) e C>(R)): 

(1) (z*6( (z)， yp(z)), k, m 为 正 整数 ， 

(2) (6(az)，p(7z)), a 为 常数 ; 


(3) ,lim 人 COS vz, po)) 

9. 车 玉 (z,y) 在 第 一 象限 中 为 1 其余 为 0, 试 求 区 之 值 

10. 若 f(z) e C2(R)， 试 计算 f(|z|) 与 |z| f(z) 的 二 阶 导数 

11. 设 v 为 RR 中 单位 加 的 特征 函数 ， 试 计算 nu - 到 

12. 证 明 : 若 a(z) 为 .多 (Rn") 的 乘 子 ， 则 它 为 Cee 函数 ， 且 对 任 一 重 指标 y, 必 存 在 多 项 
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式 书 (z), 使 
(Oa(z)| < |P(2)|. 

13. 证 明 : 设 8 为 R” 的 连通 开 集 ， 0 C R". 若 9Z'(R") 广义 函数 了 的 导数 为 零 ， 则 了 

14. 证 明 : 着 一 个 广义 函数 的 导数 是 连续 函数 ， 则 这 个 广义 函数 必 为 常 义 的 连续 可 导 函 数 . 

15. 设 f, g € (RR'), 若 存 在 常数 a, 使 supp f C [a,， col，supp 9 C [a,oo], 则 称 f, g 支 
集 同 向 有 界 . 证 明 支 集 同 向 有 界 的 两 广义 函数 卷 积 存在 ， 且 supp (f * g) C [a*, oo](a* 也 是 党 
数 ， 仅 与 a 有 关 ). 

16. 证 明 : 

(1) tH(t) * eH(t) = (et ~t—1)H(); 

(2) (H(t) sint) * (H(t) cost) = 了 如 sint; 

(3) (fF(OH(E)) * HCE) = HE) fo f(r)dr. 

17. 如 果 将 (5S, T 了 ) 一 S * 了 视 为 @' x BZ' 一 BZ' 的 映照 ， 则 这 个 映照 关于 5 与 工分 别 连 


18. 如 果 将 (wp, 了 ) 一 全 * 9 视 为 C8 x 9' 一 C” 的 映照 ， 则 这 个 映照 关于 yp, 工分 别 连 
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1. 7(R") 空间 上 的 Fourier 变换 

我 们 知道 Fourier 变换 在 经 典 分 析 中 是 很 重要 的 工具 ， 但 由 于 在 作 Fourier 变 
换 时 , 常 要 对 所 讨论 的 函数 加 上 一 些 限制 条 件 ， 从 而 使 它 的 应 用 受到 一 定 的 局 限 . 
然而 在 广义 函数 范围 中 ， Fourier 变换 与 求 导数 运算 相仿 ， 几 乎 不 受 什 么 限制 ， 从 
而 使 Fourier 变换 成 为 更 灵活 、 更 有 力 的 工具 ， 在 近代 偏 微分 方程 理论 中 被 普遍 地 
使 用 . 

我 们 先 定义 在 基本 空间 .7 (R") 上 的 Fourier 变换 . 对 于 任 一 函数 f(x) € .F(R")， 
定义 其 Fourier 变换 为 

P= Je ea (3.1) 


又 若 函 数 9(6) € 了 (R2), 定义 其 Fourier 逆 变 换 为 


Fg= | er<te (3.2) 


é 


这 里 x 6 三 ITZ161 十 Za6a + + Tnén, dE = pr 有 时 也 将 Fourier 变换 的 记 
号 写成 f(&) 或 f(&), 以 便于 表明 变换 后 的 函数 所 依赖 的 自 变 量 . 由 数学 分 析 知识 
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知 : 当 f(x) e Li(R"), 且 f(z) 为 连续 可 导 时 ， -1[F[f] = f, 所 以 Fourier 道 变 换 
确实 是 Fourier 变换 之 “ 通 ”. 
在 下 面 的 讨论 中 除了 使 用 81.1 所 述 的 简略 记号 外 ， 还 常 使 用 如 下 记号 : 


(2, 6) = 26 = 0161 + + Tnén, 
1 1 
D; 5= 7 De > 了 4， 


7 


Fourier 变换 有 以 下 诸 性 质 : 
(1) Fourier 变换 是 线性 变换 ， 即 对 于 任意 复数 al, as 与 (R") 函数 及, 户 有 
Floafi + Qa2f2] = oF fi] + Qa2Flfol. (3.3) 
(2) Fourier 变换 将 微分 运算 变 为 乘 以 才 函 数 的 运算 ， 即 
FID;f] = € PH]. (3.4) 


这 是 因为 对 任 一 (R") 函数 f, 利用 它 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 性 质 有 
F[D;f] = ee 0 eedz 


这 / , (一 论 ))Fe-ieedz = éPlf]. 


2 


同样 可 得 
FID*f] = é€°F[f]. (3.5) 
(3) Fourier 变换 将 乘 以 寡 函 数 的 运算 变 为 微分 运算 ， 即 
[25 略 = 一 Di (3.6) 
这 是 因为 ， 
Flz;f] = rife dz 
Ek f(Dee-wé) dz = 一 DiF[H 
同样 可 得 


Flz°f] = (—1)l°D° FA]. (3.7) 
(4) Fourier 变换 将 卷 积 运算 变 成 乘法 运算 , 反之 , 将 乘法 运算 变 成 卷 积 运算 ， 
即 | 
FIf * 9] = FIf]: Flg), (3.8) 
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Flf 9] = (27) "FIf]* Flgl. (3.9) 
事实 上 ， 由 于 f, 9 为 9(R") 中 的 元 素 ， 下 面 的 积分 均 绝对 一 致 收敛 : 


a Dg)at) etde 


二 —iz:é 

g(t) 人 f(z —t)e dzxat 

a / g(t) f(s)e-ietd'é gzdt 
Rn Rn 


= / gesat [ f(r)e ®tédz 
Rr RY 
= F[f]: Flgl. 
(3.9) 式 的 证 明 是 完全 相仿 的 . 
定理 3.1 Fourier 变换 建立 了 .7(R") 到 .多 (Rn) 的 一 个 同 构 对 应 . 
证 明 ” 先 证 明 对 于 任 一 f e .7(R"), 经 过 Fourier 变换 后 仍然 属于 .F(R"). 事 
实 上 ， 对 于 任意 的 重 指标 a, bp, 作 积 分 式 
D°(z?f)e- tdz, 
Rn 
因为 f e .多 (Rn), 积分 绝对 一 致 收 傅 , 而且 对 任意 正 整数 ,有 (1+ |z|?)* |De(z? 了 )| 
在 R" 中 一 至 有 界 ， 故 若 选 取 必 使 
1 
人 (二 lz dz 一 C < ee 
就 可 以 有 
pr < 人 IDe(ezhlaa 
Rr 


es zl afzp 
ye Ltt | 1)* ID°(z? fdz 


<O. sup (1+|z|)*|D°(z?f)|. (3.10) 
rzERY 
由 于 f € .7(R"), 故 对 任意 的 a, p, (3.10) 式 有 界 . 应 用 性 质 (2) 与 (3) 知 
| prerfe eds = (Ilee Dr) 
i 


故 F[f] e C™%, 且 £*D?F[f] 对 任意 a, p 有 界 ， 从 而 F[f] € .F(R"). 由 同一 等 式 可 
知 ， 当 记 一 0(Z(R")) 时 ， 也 有 Ff] 一 0(.F(R")), 所 以 Foiurier 变换 是 .F(R") 
到 .F(R") 的 一 个 线性 连续 映照 . 
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再 注意 到 Fourier 道 变换 的 形式 与 Fourier 变换 形式 相似 ， 同 样 可 证 ， Fourier 

道 变换 也 是 (RR") 到 .78(Ro) 的 线性 连续 映照 , 因此 ，Fourier 变换 建立 了 .7(R") 
到 (R") 的 一 个 同 构 对 应 ( 即 一 对 一 ， 并 保持 线性 结构 与 拓扑 结构 不 变 ). 证 毕 . 

因为 对 于 C”(R") 中 任 一 函数 f, Fourier 积分 (3.1) 不 一 定 存 在 ， 而 CS? (Rn) 

中 的 函数 f 经 过 Fourier 变换 后 一 般 不 再 在 C>(R") 中 ， 所 以 Fourier 变换 在 这 

两 个 基本 空间 以 及 相应 的 广义 函数 空间 中 应 用 时 不 很 方便 . 而 Fourier 变换 建立 起 

F(R") 到 .F(R") 间 的 同 构 对 应 这 一 事实 ， 使 得 .7(R") 及 相应 的 广义 函数 空间 

六 '(R") 在 研究 Fourier 变换 中 起 着 重要 的 作用 ， 这 也 正 是 引进 速 降 函数 空间 的 目 

的 . 

定理 3.2 ”关于 Fourier 变换 成 立 Parseval 等 式 : 


/ f .7dz = oo |/ FlflFlol dz. (3.11) 
Rr Rr 
证 明 先 证 [6 FIf] :9dz = [nsf.Flgldz 对 任意 f, 9 € .F(R") 成 立 , 事实 


| Flflgdz = 人 (/, tl) ale) 
1 (人 re f(y dy 


= 人 Argmw= 人 rm (3.12) 
Rn Rn 


上 


又 因为 对 任 一 h(x) € .9(R") 有 
五 [六 = | h(xz)e ?ésdzx 


= h(x) eizédz 
Rn 


= (27)” hr)eizétdz 
(ar)" Hema 
= (27)" .FI (3.13) 
因此 若 将 Flg] 视 为 (3.12) 中 的 9 与 (3.13) 中 的 h, 可 以 得 到 
| FIf]. Fl dz = / PPFIEDdz 
R? Rr 
= (om" ff- Feds 


=(2r)" 人 f.34r， 证 毕 
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例 3.1 函数 -四 的 Fourier 变换 为 (2m3e-. 
ema | 一 过 十 外 2 一 去 162 gy 
到 | ce 二 Pd 
ee 


2. .' (Rn ) 空间 上 的 Fourier 变换 


定义 3.1 ”对 于 任 一 .97' 广义 函数 了 , 定义 它 的 Fourier 变换 FIT] 为 


(F[T], 0) 人 Fly)), Vp E F(R"). 


. 929. 


(3.14) 


定理 3.1 指出 , 若 pe .F(R"), 则 Flyp] € F(R"), 而 且 如 果 有 函数 列 pv e (RR")， 
在 一 co 时 mm 一 0(FZ(R")), 那么 也 有 下 [pv] 一 0(8 (Rn)), 这 就 表明 FI[T] 确实 


是 一 个 7 广义 函数 . 


为 说 明 这 个 定义 的 合理 性 ， 还 得 指出 这 个 定义 确 是 常 义 函数 Fourier 变换 的 推 
广 ， 这 就 要 指出 ， 若 Te .F(R"), 则 (3.1) 的 定义 与 (3.14) 的 定义 一 致 、 事实 上 ， 


我 们 有 
(FIT], 9) = (7, Flyp)) 


Qe] T(z)dz 


所 以 FIT] = [ns T(z)e-e tdz, 它 与 (3.1) 式 的 定义 一 致 
同样 ， 可 以 定义 YZ'(R") 广义 函数 的 Fourier 道 变 换 为 
(FE 一 四 ep) = (7, PF [yp)). 
关于 .8'(R") 广义 函数 的 Fourier 变换 也 有 如 下 的 性 质 : 
(1) Fourier 变换 是 线性 变换 . 
(2) 若 TE (R"), 则 FTI[FIT]]=T. 
事实 上 ， 对 任意 的 pe 了 (R")， 
(EPE ey = (FIT], PF- [yp)) 
= (7T, FIF™ [yp))) = (7, yp). 


(3) FIDjT]=&PIT), EDeT] = eeF 


(3.15) 
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事实 上 ， 对 任 一 PEe (Re)， 


(FID;T], y) = (D;T, Fly)) = —(T, Dj;Fly)) 
=—(T, —Flé;p) = (FIT], &;9) 
= (é&F[T], »). 

同 法 可 证 第 二 式 . 


(4) Fl[z;T] = —D;F[7), Flz°T] = (~1)ls De FIT]. 
这 两 式 的 证 明 过 程 也 与 性 质 (3) 的 证 明 相似 . 
定理 3.3 Fourier 变换 建立 了 .7'(R") 到 .9'(R") 的 一 个 同 构 对 应 . 
证 明 ”线性 同 构 是 明显 的 . 为 说 明 拓 扑 同 构 ， 即 Fourier 变换 保持 极限 关系 ， 
我 们 考察 在 .7'(R") 中 收敛 于 零 的 序列 卫 . 由 于 
(FZ), 9)= (TD, Flp)), Vp e F(R"), 
对 于 任意 的 e F(R"), 有 FIpl e .F(R"). 所 以 由 TT, 一 0 知道 (也 Fo) 一 0， 
这 就 是 (FT]，9) 一 0, 所 以 FIT,] 也 收敛 于 零 . 于 是 ， Fourier 变换 是 .7'(R") 一 
六 '(R") 的 线性 连续 映照 . 同 理 ，Fourier 道 变换 也 是 .7'(R") 一 .8'(R") 的 线性 连 
续 映 照 ， 这 就 证 明了 定理 . 证 毕 . 
广义 函数 的 Fourier 变换 也 将 卷 积 运算 转换 成 乘积 运算 ， 将 乘积 运算 转换 成 卷 
积 运算 .- 但 是 由 于 任意 两 个 . 史 '(R") 广义 函数 的 卷 积 或 乘积 不 一 定 存在 ， 所 以 广义 
函数 范围 中 类 似 于 (3.8), (3.9) 式 的 等 式 成 立 是 有 条 件 的 ， 例 如 : 
车 p EF(R"), TEI(R"), 则 px*TE .I'(R") 且 
Flp *T]= FlylFIT. (3.16) 
事实 上 ， 利 用 (2.24) 式 可 得 ， 对 于 任 一 沙 e .F(R"), 必 有 
(Flp*T], $) = (Pp * TT, Fly)) 
= (Ty, P(E —)), Ve) 
= (7,, (p(é —), $8))). 


着 记 p91(&) = p(-; 则 pl = FF :ol] = (27)-"F[F[yj], 故 利用 前 面 的 等 式 
知 


(Flp * 7], $) = (T, p1* FIY)) 
= (27) “人 FlF[p]] * FI)) 
= (7, 三世 人) 
= (PIT], Flply) 
A 


Flp] PIT], 9), 


81.3 ”Fourier 变换 . 31 . 


这 就 得 到 了 (3.16) 式 . 

又 如 果 Re 8'(R"), Te .7H'(R"), 则 也 可 得 (3.16) 式 ， 请 读者 自行 推算 之 ， 亦 
可 参见 参考 文献 [8]. 

例 3.2 求 6 函数 的 Fourier 变换 

对 任意 的 pe (RR")， 


(Fl6(z — 0)], p) = (6(z — 0), Flyp]) 


(5(z 一 O) , |» (etde) 


-1 sOe sa 
= (e ®é, p), 
所 以 
Fl6(z — a)] =e- ®t. (3.17) 
特别 ， 当 a 取 0 值 时 ， 
Fls(z)] =1. (3.18) 


例 3.3 求 函数 1 的 Fourier 变换 . 
对 于 任 一 pg € .F(R"), 记 Flyp]=vV, 则 -1tW]= vy, 且 有 


(FI 9) = (1, Flg)) = / yw)de 


= (2n)" / yz)e-iordy = (2rjnp(0) 
= ((27)"6, »), 


因此 有 
RD] = (27)"6. (3.19) 


例 3.4 求 sinaz 的 Fourier 变换 . 
将 sinazx 写成 二 (eres 一 er-iaz), 对 任 一 2 € .F(R!), 仍 记 Flyp] = ww, 则 
(Ple®), p) = (0, Plg) = { er Wa) 


= 2r / Vr)e Tdz = 2rp(a) 
= (276(€ — a), 9). 
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所 以 
Fleioz] = 2r6( ~ a), 
Flsin az] 二 (Flo) 三 [e 一 oz]) 


= in(6(€ ~ a) — 6(€ + ao)). (3.20) 


例 3.5 ” 求 广义 函数 PV.(:) 的 Fourier 变换 (参见 例 2.7). 

因为 对 于 任意 p(z) € .F(R1), PV.f =e(z)dz 是 有 意义 的 ， 故 P.V. (=) e 
.人 RD 令 

1 =F[Pv.()]G) 
由 Fourier 变换 的 微分 性 质 知 ， 
Def(é) = Fl(-z) (Pv. (0 
注意 到 对 任意 p(x) € .9(R!)， 
(Cv). 0) -m/e 


本 / p(s)dz = (1, 9), 


故 z(P.V. 二 ) = 1. 由 此 可 得 
化 让 
Def(é) = FI-1] = -2r6(6). 
由 例 2.6 知 5(6) = H'(8) = (3sgné + C) ,所 以 
JE) = 一 ?TsgnE 十 C， 


其 中 C 表示 待定 常数 ， 为 确定 常数 C, 将 1(6) 作用 于 e- 站 6 利用 Parseval 等 式 
以 及 例 3.1 知 


_1.2 1 1 _1%2 
(f(é), € 21é| )= 声 (PV.(z),e 31z| = 
所 以 常数 C 必须 取 为 0, 于 是 有 


ne (=)] = nisgne. (3.21) 
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3. 紧 支 集 广 义 函 数 的 Fourier 变换 
在 上 面 讨论 一 般 的 .8' 广义 函数 Fourier 变换 的 基础 上 ， 我 们 进一步 讨论 具 紧 
支 集 广义 函数 的 Fourier 变换 ， 给 出 以 下 两 个 定理 . 
定理 3.4 和 若 TEe@'(R"), 则 
FT se ey (3.22) 


证 明 设 ac 为 在 81.1 中 给 出 的 C> 函数 ， 则 根据 定理 1.1 的 系 可 知 7 了 * ac 
为 C2(R") 函数 ， 因 此 利用 (2.24) 式 可 得 
FIT*ac]= (Tx*ae, et) 

= ((Ty, Qe(Z —Y)), e™) 

= (my (ac(z 一切 e *)). 
但 按 C%(R") 的 拓扑 ， 

(ae(z —Y), ee) 下 
所 以 对 每 个 固定 的 
FIT* Qe] 一 (T,, ei?'é). 
不 仅 如 此 ， 对 于 任 一 函数 2(5) e C>(R"), 还 同样 可 证 
(FIT * Qe], oO) = (T * Qe, (ee, p(é))) 


人 
但 我 们 已 知 
FIT * ae] = FIT] (F(R")), 
而 极限 是 唯一 的 ， 故 
FIT] = (了 , e- 避 <)， 证 毕 . 
若 了 为 8' 的 广义 函数 ，¢ 在 复 空间 Cn 中 变化 ， 则 (Ti, e-2《) 也 是 5 的 复 
值 函数 ， 如 定理 2.6 的 证 明 可 知 (7z，e- 季 4) 各 阶 导数 存在 ， 于 是 它 是 < 的 解析 函 
数 ， 这 个 解析 函数 称 为 广义 函数 了 的 Fourier-Laplace 变换 . 
定理 3.5 Paley-Wiener 定理 
(1) 若 Te 2'(R"), 文集 在 lzl| 和 4 中 , 则 了 的 FourierLaplace 变换 斑 (5) 满 
足 条 件 (号 ): 存在 N>0,C>0 使 


IF(O| < C(1 + | ese. (3.23) 
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又 如 果 解 析 函 数 也 (C) 满足 条 件 (已 ), 则 它 必 为 某 个 Te 8'(R") 的 Fourier-Laplace 
变换 ， 且 了 的 支 集 在 |z| < 4 中 . 

(2) 车 TEC>%(R"), 支 集 在 |z| < 4 中, 则 了 的 Fourier-Laplace 变换 F(C) 满 
足 条 件 (已 ): 对 任意 的 N, 存在 Cv > 0, 使 


IF(O| & Cn (1 +1¢) Vestl. (3.24) 


又 若 解析 函数 F(C) 满足 条 件 (已 ), 它 必 为 某 个 C%(R") 函数 工 的 Fourier-Laplace 
变换 ， 且 了 的 支 集 在 |z| < 4 中 . 

证 明 根据 定理 两 部 分 的 正 命 题 与 逆 命 题 ， 分 以 下 四 步 证 明之 . 

(1) 设 Te2@(R"), Ff(C) = (人 e 各) 根据 定理 2.2 中 所 述 8' 广义 函数 的 
性 质 ， 知 存在 C, NN 与 紧 集 五 , 使 


In olgc 和 saplpepl 
|a| 和 N， 
ZE 五 


今 取消 为 Cm(R) 函数 ， 它 在 ( - co, 3) 中 为 1 在 (1, co) 中 为 0, 并 令 
pe(®) = ey (le| — A) 
那么 ， we(z) 在 了 的 支 集 |z| < 4 的 邻 域 中 与 e-《 一 致 于 是 有 


IF(OI= IC pee) sO sup|Deec| (3.25) 
和 
但 因为 pc(z) 的 支 集 在 jz| < 4 十 可 中 ， 所 以 


1 
| < (4 再 jms < eAlImcl+1 


而 在 (3.25) 式 中 , 左 端 求 导 时 至 多 出 现 一 些 ¢ 乘 蜂 的 因子 , 由 此 知 估计 式 (3.23) 成 
立 . 
(2) 设 TeC>(R"), PF(C) = (ze 人) 则 对 任 一 重 指标 k, 有 
OP(O) = (Ts, (DMDhe-tet) = (DT, ee 人 
2 
<A 
因此 ， 对 任意 的 N, 可 得 Cw > 0, 使 


(1+ 1D)™ IF(O| <« Ce 和 mm， 
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从 而 有 
IF(O| & Cw (1 +|C|)- Neslimél, 


(3) 者 条 件 (已 ) 成 立 ， 当 4 取 实 值 < 时， 下 (&) 在 无 穷 远 处 比 上 | 的 任意 短 次 
都 要 减少 得 快 ， 所 以 可 以 定义 函数 


T(z) = / F(é) etdé, (3.26) 


利用 F(é) 在 无 穷 远 处 的 性 质 知 被 积 函数 对 z 的 任意 次 导数 都 是 绝对 一 致 收敛 的 ， 
因此 T(z) 为 C% 函数 . 
我 们 指出 ， (3.26) 式 右 端 可 改写 为 


/ Fle me nas 


因为 重 积分 可 按 累 次 积分 计算 ， 故 不 妨 对 n = 1 的 情形 来 说 明 这 一 点 . 对 于 固定 的 
mo, 在 |n| < |7o| 时 


IF(O| < Cn(1 +|C|) Vetl"l < Cweslml(1 + el) ™. 


所 以 在 | 一 co 时 ， 
é+ino | 
/ 下 (Je dy 一 0. 
é 


故 利用 复 变 函 数 中 国道 积分 的 知识 可 得 
T(z) = 站 F(t)e'®tde 


= / F(E +in) er tin age. 
所 以 
ro < | Ir(Oelae 
< Cr e4ml-za (1 +I)-"1ae. 
取 =t=(t 为 正 实数 ), 则 得 


|z| 
IT(z)| < Ce(s -lz)t. 


在 lz| > 4A 时, 令 t 一 00, 得 T(z) = 0. 这 就 说 明了 T(z) 为 C> 函数 ， 其 支 集 含 于 
Iz|< 4 中 . 
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(4) 若 条 件 (五 ) 成 立 ， 则 当 《 取 实 值 上 时 ， Fe) 在 无 穷 远 处 的 增长 被 一 个 寡 
函数 所 控制 ， 故 F(&) € .F(R"), 我 们 取 了 为 下 (6 的 Fourier 逆 变 换 . 
作 工 = 了 x*ac, 仿照 定理 3.4 的 证 明 ， 可 以 导出 
FIT * ae] = (To，(ac(z —Y), ee 
三 人 (1 
= FIT): Flae], 


上 式 中 & 改 为 复 变 量 5 也 是 成 立 的 . 由 于 等 式 右 端 均 为 解析 函数 ， 故 FT * ac] 也 
解析 .， 因此， 不 妨 把 FIT * ael,，F[T],，F[ae] 视 为 相应 的 Fourier-Laplace 变换 .由 
于 F[T] 满足 (3.23) 型 的 估计 式 ， FE[ae] 满足 (3.24) 型 的 估计 式 . 因此， 对 任意 正 
整数 M, 有 
[FIT * oe]| = FIT |Flae] 
< C(1+ |) Ne . OW (1 + 6) NMeslims| 
< Ch (1 + DMearopml 


由 上 面 第 (3) 点 已 证 得 的 结论 可 知 了 * ae 是 一 个 支 集 在 |z| < 4 + 中 的 C™% 函 
数 . 但 Trace 一 了 ,而 e 又 可 为 任意 小 ， 因 而 了 的 支 集 不 可 能 在 lz| < 4 之 外 . 证 
毕 . 
4. 拟 微分 算 子 
我 们 知道 , 微分 算 子 是 现代 数学 中 应 用 最 广泛 的 一 类 线性 算 子 , 其 重要 性 是 众 
所 周知 的 . 利用 Fourier 变换 可 以 将 微分 算 子 的 概念 推广 ， 使 之 本 身 能 像 通常 函数 
那样 进行 初等 运算 ， 从 而 能 更 灵活 地 处 理 各 类 问题 . 
设 在 空间 R" 中 给 定 一 个 具 Ce 系数 的 线性 微分 算 子 P= p(x, D), 它 可 表示 
为 
p(xz, D) = > ， aa(Z)D?， (3.27) 


lalgM 


则 由 Fourier 变换 的 性 质 知 
p(x, D)u = / eilo Sp(z, EAE) dE. (3.28) 


在 (3.28) 式 中 的 p(z, é&) 为 《的 多 项 式 . 今 可 以 对 更 一 般 的 函数 a(z, &), 仿照 (3.28) 
式 定义 一 类 新 的 算 子 . 
定义 3.2 ”该 函数 a(x, 6) e C”(R? x Re), 且 对 任意 重 指标 a, pb， 


16g 68 a(z, €)| < Ca e(1 + 人 ED)m (3.29) 


81.3 ”Fourier 变换 .37. 


其 中 Cu,e 为 常数 ， 则 称 a 为 Sm 类 函数 ， 记 为 a € S™. 
定义 3.3 ” 若 函 数 a(z, 6 e Sm, 则 可 以 定义 Z(Rpn) 一 (R") 的 线性 连续 映 
射 4 为 
4u(z) = 下 ei(z6)a(T， Ee) dé, (3.30) 


算 子 4 称 为 拟 微 分 算 子 ,并 记 为 4 = a(zx, D), 而 a(zx, 5) 则 称 为 4 的 象征 . 
当 a(z, &) 仅 依赖 于 变量 5 时 ， 算 子 a(D) 也 称 为 Fourier 乘 子 . 
定理 3.6 ” 按 (3.30) 式 定 义 的 拟 微分 算 子 a(z, D) 是 (RR") 一 7(R") 的 线 
性 连续 算 子 . 它 还 可 以 唯一 地 延 拓 成 为 .7'(R") .yg'(R") 的 线性 连续 算 子 ， 其 
中 ， .FZ'(R") 中 的 收敛 按 序 列 弱 收敛 的 意义 理解 . 
证 明 定理 的 前 半 部 分 证 明 比 较 简 单 , 我 们 将 它 留 作 习题 . 今 证 明 后 半 部 分 ， 
对 于 we .F(R"), 我 们 按 下 式 给 出 ao(z，D)u: 
(ez, Dju 0)» = (a), irs | vo) ale, dz) 
vv E F(R"), (3.31) 


这 里 (，)z，(.，…)e 分 别 表示 在 Rr 与 Re 中 的 对 偶 积 . 由 于 ve .9'(R"), 故人 E 
7"(R2). 所 以 为 说 明 (3.31) 有 意义 ,必须 证 明 pu(5) = Jeite6u(z)a(z,6)dz e F(R?)， 
且 当 vj 一 0(Z(R?)) 时 有 pw 一 0 (F(RE)). 

事实 上 ， 由 于 v(z) 是 速 降 函 数 ， 而 a(z, &) 满足 (3.29), 故 对 任意 重 指标 a, b6， 
我 们 有 


te citeu(zja(zy €)dz 


/ (Deil®é))v(z)a(z, €)dz 


一 / ei(®é) De(v(z)a(zx, €))dz 
< Gos(1 + 人)m， 


De fe uwate, é)dz 


一 / ei(®, v(x) (Zz 十 De)Salz, é)dz 
< C’p,v (1+ |é))™. 


同样 地 易 得 |&*DEp,(&)| < C68,o (1+ 长)m, 而 由 于 mm 为 固定 数 ，a, 6 为 任意 重 
指标 ， 这 就 得 到 了 pu (6) e .>(R8). 又 当 序列 v; 一 0 (7 (RD)) 时 ， Cu,pw 关于 
是 一 致 的 ， 故 得 pw 一 0 (7(R?)). 
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为 说 明 a(x, D) 的 连续 性 ， 取 序列 wx 一 0(9(RE)), 则 一 0(9'(RE)). 因 


(fx(é), | eitz,e)u(Z)a(z， 9dz)。 一 0， 


从 而 
(a(z, Dj)ux, v)z 一 0. 


所 以 a(z, D) 是 2 0R2) 一 2 (本 ) 的 线性 连续 映射 . 

由 (R") 在 .9'(R") 中 的 稠密 性 可 知 ， 上 述 延 拓 是 唯一 的 . 证 毕 . 

函数 类 5” 是 多 项 式 的 推广 ， 它 所 包含 的 元 素 要 比 多 项 式 广泛 得 多 . 相应 地 ， 
拟 微分 算 子 类 也 要 比 微分 算 子 类 更 为 广泛 , 它 的 全 体 构 成 一 个 算 子 代数 ， 而 且 根据 
不 同 场合 的 需要 ， 还 可 以 通过 扩大 象征 函数 类 与 Sm 将 拟 微分 算 子 类 作 进 一 步 的 
拓 广 . 一 个 重要 的 事实 是 拟 微分 算 子 的 运算 往往 可 以 通过 其 象征 的 运算 来 实现 . 这 
就 克服 了 微分 算 子 只 能 作 加 法 与 乘法 (复合 ) 的 限制 ， 将 偏 微分 方程 的 求解 视 为 偏 
微分 算 子 的 求 逆 ,而 通过 象征 运算 加 以 实现 , 使 得 拟 微分 算 子 成 为 现代 偏 微分 方程 
理论 中 一 个 强 有 力 的 工具 . 此 外 , 拟 微分 算 子 在 现代 分 析 理 论 的 其 他 问题 中 也 发 挥 
着 重要 的 作用 . 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [1], [22] 等 . 


习 题 
1. 计算 下 列 函数 的 Fourier 变换 ， 
(D een, 0 Fr 
(3) 本 (4) 2z2 十 zz 十 1 
(5) x°H(z), (6) log |z|， 


(7) P(z)e** (P(z) 为 z 的 多 项 式 ). 
2. 证 明 当 f,g e .F(R") 时 ， 

Fl[f #9) = (27)"(F [1f)) (P(g). 
3. 设 fe .9'(R"), 试 证 下 列 诸 条 件 等 价 : 
(1) Dj e I2(R"), Vlal < m. 
(2) £°f(é) € L2(R™), Vlal < m. 
(3) P(&) 有 (€) e IL2(R"), 对 所 有 次 数 < mm 的 多 项 式 P(E) 成 立 . 
(4) (1 + 1é1) 2 f(é) € L2(R"). 
4. 设 Se.F'(R"),TE EC'(R"). 试 证 

FIT * 5] = FIT]: FI[S]. 

5. 试 证 任 一 L! 可 积 函 数 的 Fourier 变换 为 连续 函数 . 
6. 设 f(x) e L?(R!), 则 下 述 两 条 件 等 价 : 
(1) 对 任意 的 b< a, esl*If(z) € L?2(R!). 
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(2) f(& 填 in) 在 |n| < a 内 解析 ， 且 有 不 等 式 


sup 加 le + im)| dé < Ob) < +eo 


Inlgb<a 


7. 试 计算 下 列 二 元 广义 函数 的 Fourier 变换 ; 

(GD H()H(Y). 

0 HF) TT 

(3) ze "Y. 

(4) 6’'(x)e™ 2. 

8 若 alz, 日 2 全， 其 中 p(z，6)，q(z, 6 都 是 5 的 多 项 式 ， 其 系数 为 了 的 Ce 葬 
数 ， 又 qtz, 6) > Co > 0 对 一 切 z， 成 立 ， 试 证 对 某 个 整数 m, 有 a(z, 6) < Sm 

9. 证 明 按 (3.30) 式 定义 的 执 微分 算 子 a(z，D) 将 .(R") 映射 到 多 (R)， 
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本 节 介 绍 Sobolev 空间 , 它 在 现代 分 析 理 论 特 别 是 偏 微分 方程 理论 中 应 用 十 分 
广泛 . 从 历史 上 来 说 ，Sobolev 空间 的 引入 与 有 关 理 论 的 建立 要 比 Schwartz 广义 函 
数理 论 早 一 些 . 但 是 广义 函数 理论 的 建立 使 人 们 可 以 用 更 简练 的 方式 叙述 Sobolev 
空间 的 理论 ， 并 扩大 了 其 应 用 范围 . 近年 来 Sobolev 空间 的 理论 及 其 应 用 均 已 发 展 
得 相当 成 熟 与 深入 ， 在 此 ， 我 们 只 择 其 主要 的 思想 与 内 容 加 以 介绍 . 


1. 非 负 整 指数 Sobolev 空间 H™? 


定义 4.1 设 CR" 是 一 给 定 的 区 域 , 对 mm >0,1<wp<o 定义 Sobolev 
空间 HH”™?(1) 为 满足 条 件 


Du € L? (2), lal<m (4.1) 
的 广义 函数 v 全 体 所 构成 的 集合 ， 并 装备 以 范 数 
了 
ull imsc0) = | > oral ， 1<p<o%, (4.2) 
lalgm 

lull pm, 0) = ew [Dull jw 00,). (4.3) 

特别 当 p=2 时， 记 8m?(8) 为 Hm(D). 这 时 可 引进 内 积 
(u,v)m = >, (Du, Dv)r2(0). (4.4) 

|al 和 mm 


定理 4.1 “万 "2?(1) 为 Banach 空间 . 


. 40 ， 第 1 章 广义 函数 与 Sobolev 空间 


证 明 从 定义 直接 可 知 有 Hm™?(0) 为 线性 赋 范 空间 , 今 证 它 是 完备 的 . 若 有 {uj} 
为 五 "2z(2) 的 Cauchy 序列 ， 则 {Dwj}(la| < m) 都 是 Z2(2) 的 Cauchy 序列 ， 由 
Zz(2) 的 完备 性 知 
Druy 一 ge(z(D) 


所 以 在 对 于 任意 的 pe CS(O) 成 立 的 等 式 
(Du p) = (—1)l°l(w, D°y) 
两 边 取 极限 ， 并 记 w= g", 即 可 得 
(g®, ¢) = (-DI°l(u, Dy). 


所 以 Dw = g* € LP?(1), wu EHm?(0), 而 且 ui; 一 VU (如 ™?()). 证 毕 . 

根据 互 ”?(8) 的 定义 ， 易 得 如 下 诸 性 质 : 

(1) 五 52) = L?(1). 

(2) 关 mi > m2 之 0, 则 Hm?(Q)C Hm?P(1); 又 车 pi 之 pz 之 1, 且 0 为 有 界 
区 域 ， 则 H™?1(8) C H™P2(0). 

(3) 若 we 五 "2(O), 18| < mm, 则 


Du e H™- PP( 0). (4.5) 


(和 着 P(z,D) = 并 ol<m aa(z)Ds 为 具有 Cs (8) 系数 的 线性 偏 微分 算 子 ， 
wuE Hs?(0), 且 8 为 有 界 区 域 ， 则 当 s > m 时 ， 


P(z,D)veE Hs ™?(0). (4.6) 


(5) 若 7 : 人 [2 一 wy 是 一 个 Ce 变换 ,其 道 变换 7-! 也 属于 Ce, 且 两 个 变换 所 
对 应 的 Jacobi 行列 式 在 fs 与 上 有 界 ， 又 ve 五 m2( 亿 ), 则 v(z) 经 变换 7 所 
导出 的 函数 v(y) = wr (9)) 属于 H™?(w,). 

在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 一 般 只 要 求 所 讨论 的 区 域 2 有 界 ， 且 边界 00 为 Ce 
光滑 ， 这 里 Cee 光滑 的 含义 是 : 对 任意 ze 60, 存在 zx 的 邻 域 U, 使 UNn99 可 用 
2j = p(T1 T1241,"… Tn) 表示， 其 中 j 为 满足 1 < 7 < nn 的 某 个 正 整 数 ， 
而 且 函 数 p 是 C” 函数 . 易 知 ， 当 区 域 9 有 界 时 ， 边 界 69 是 紧 集 ， 从 而 可 找到 
有 限 个 开 集 号 ,.… ,UN 覆盖 边界 902. 这 个 事实 在 以 下 的 讨论 中 常会 用 到 . 

定理 4.2 若 1 为 具有 C™ 边界 的 有 界 区 域 ， 则 任 一 Hm™?(f) 函数 久 都 可 
以 用 C%(8) 函数 来 逼近 ， 亦 即 存在 C%(0) 函数 列 {uo)}, 使 wo 一 wz(D))， 

证 明 由 边界 98 所 满足 的 性 质 知 , 存在 有 限 个 开 集 U1,…, UN 覆盖 边界 91. 
再 作 使 NU 这 ， UiCUo, 且 Uoc 0. 设 1 mi 是 从 属于 {Ui} 的 单位 分 
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解 ，1i es CF(0i), 令 =mu 则 w= 2_o wi, 且 wi Ee Hm?(Ui). 如 果 我 们 对 每 个 
ui 都 能 找到 wi", 使 ue C%(D), 且 ww 一 wi(HmP(0)) 成 立 则 只 要 令 


N 
"0 = 


i=0 
它 就 是 所 需 之 序列 . 
当 i=0 时， Uo 对 应 于 内 部 区 域 ， 作 
uoe(X) = a/ a(2=) (jwo(e) de, (4.7) 


式 中 a(s) 为 81.1 例 1 中 引入 的 函数 ， 则 当 < 充分 小 时 ， wos(z) se C%(0), 又 对 任 
意 满足 |8| < m 的 重 指标 有 ， 
BBuoe (7) = |/ 98 (a (2) ‘a(n)) EL 


€ 


三 站 05, (ce( 二 一 二 二 2 ) o> En))uo(e de 
_1 (tl) A 


En 


€ 
因为 89 wo(z) e LP(0), 且 wo(z') 在 页 外 为 0, 所 以 由 定理 1.1 知 ,在 LP(0) 中 
OFuoe (7) 一 Ouo(z), IC 入 mm， 


这 就 是 woe 一 uo(H™?(0)). 
再 考察 边界 区 域 U; 的 情形 ， 此 时 i > 0. 当 每 个 U; 足够 小 时 ， 我 们 可 以 把 1 
位 于 Ui 中 的 边界 展 平 ， 也 即 可 以 作 一 个 自 变量 变换 7 : z 一 y, 使 得 U; 中 区 域 8 
的 边界 zn = p(Z1,… ,zn-1)( 为 确定 起 见 ， 不妨 设 zn 可 以 表 为 Zi,zn_l 的 Cee 

函数 形式 ) 变 为 yn = 0. 事实 上 ， 
ee 1<j<n-l, 


(4.8) 
or 一 Zn 一 92(Z1 Zn 1l) 


就 是 欲求 之 变换 ， 至 多 再 加 一 个 压缩 变换 ， 就 可 以 把 区 域 Ui nn 2 变 到 y 空间 的 单 
位 半球 B+ : {y; yn > 0 ?1 奶 <1} 中 ,上 且 将 Vin99 变换 到 加 = 0 上 . 
根据 前 面 所 述 的 Sobolev 空间 五 "?(1) 的 性 质 知 ， 
vy) = ui(T  (Y) E H™?(B,), 
且 由 于 v(y) 的 支 集 与 ?_1 好 = 1 不 相交 ， 就 可 以 将 v(y) 零 延 拓 到 R* 中 ， 仍 有 
v(y) < 五 ”24) 作 


0/ AE) ) (Et), 9 
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它 可 视 为 函数 v(y) 的 带 权 积分 平均 . 根据 函数 a 的 支 集 特性 可 知 ， 对 于 固定 的 
(or) 点 ， 作 wv 积分 平均 的 区 域 是 
yj E&Y Yt+e, jn-l, 
yn+é < Yn < Yn 3e. 

由 于 对 vv 作 积 分 平均 的 区 域 是 中 心 往 y,, > 0 方向 移动 了 2e 的 立方 体 ， 故 对 于 R? 
中 任 一 点 作 (4.9) 型 的 积分 平均 时 , 积分 区 域 不 会 与 下 半 平 面 R* 相交 . 从 而 以 (4.9) 
作为 ve(y) 的 定义 是 合理 的 ， 有 we(y) se Cee (已 )， 

根据 以 上 对 式 (4.9) 中 被 积 函数 支 集 的 分 析 , 还 可 以 用 分 部 积分 公式 计算 ve(y) 
的 导数 : 


aeue 扫 = 志 人 (ee 4 2 二 wn 2) ower 
-Ci /a (2 由 a +) jv 
= 二 /2 . 4). Ee 


利用 定理 1.1 中 同样 方法 可 以 证 明 ， 若 8gu e Iz( 友 ), 则 
Of ve 一 Ov (LI?(R®)). 
因此 ， 由 ve H™?(R9) 可 以 得 知 ve 一 v(H™?(R?)) 成 立 ， 回 到 变量 zx, 可 得 


wie(T) = ve(y(7)) € CO (UiN 1), 
Uie 一 ui(H™?(U; NN 12)). 


最 后 , 取 ev 一 0, 并 作 ve) = 并 Po wuie 结合 前 面 关于 U6 与 边界 区 域 U;(i > 0) 
的 分 析 可 知 wu 即 本 定理 结论 中 所 需 之 函数 列 ， 证 毕 . 

以 上 证 明 中 所 用 到 的 局 部 化 与 展 平 的 技巧 今后 将 经 常用 到 ， 请 读者 细心 体会 
与 掌握 ， 又 对 于 9 为 无 界 区 域 的 情形 ， 可 以 将 上 述 定理 的 证 明 稍 作 修改 而 得 到 同 
样 的 结论 . 但 当 1 的 边界 不 光滑 时 ， 一 般 来 说 ， 结 论 要 弱 一 些 . 

定理 4.3 ”对 于 任 一 区 域 9 C R", 车 ue Hm?(0), 则 存在 C%(0) 函数 列 
fu 使 WO 一 wu(H™?(9)). 

证 明 令 {2} 是 2 的 相对 紧 开 子 集 序 列 ， 它 们 满足 


1 CC CC CC Nh, CC — 1, 


再 令 821 = ,以 及 当 v >1 时 人 = 0 一 人,_z, 则 {021} 构成 8 的 一 个 开 覆 盖 ， 
且 2 中 任 一 点 至 多 属于 {02;} 中 的 两 个 . 现在 令 {pv} 是 从 属于 {人} 的 单位 分 
解 1 三 pv, pv E C>(02’), 对 每 个 > 可 以 取 sv 充分 小 ,使 supp wv 的 ev 邻 域 
{Z| d(z, supp pv) < ev} 的 闭 包 含 于 2 中 . 记 
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vy 二 Qe, * (puu), 


其 中 


为 31.1 中 引入 的 CS 函数 ， 则 由 定理 4.2 证 明 的 第 一 部 分 可 知 ， 对 于 给 定 的 = > 0， 
可 以 取 ev 充分 小 ,使 得 


ex 一 wa SE:2 ". (4.10) 
令 v= >jv-1 vv, 由 于 对 每 个 ze 12, 至 多 属于 两 个 supp vu, 所 以 这 个 无 穷 和 式 实 


质 上 只 是 有 限 和 ， 故 ve C~(8). 又 对 于 任 一 紧 集 K, 它 只 和 有 限 个 2, 相交 ， 不 
妨 设 仅 当 v <v(K) 时 Kno 关 @, 则 有 


| > et ope] 


lalsm 


1 
了 


S 2 I eet pe 


v<v(K) (lalgm 


< >, [pvu — vl < €. 
v<v(K) 

由 K 的 任意 性 即 知 4 一 v em”?(0), 从 而 ve Hm?(0). 至 此 ,我 们 已 指出 ， 对 任 
意 给 定 的 。 > 0, 存在 ve C~(0) nHm?(0), 使 |v 一 vgs < se 这 就 立刻 得 到 定 
理 所 需 的 结论 .证 毕 . 

这 一 定理 也 说 明 ， 五 "2(2) 也 可 定义 为 使 范 数 (4.2) 有 界 的 C~(0) 函数 按 范 
数 (4.2) 完备 化 所 得 的 空间 . 

定义 4.2 ”C2(0) 函数 按 范 数 (4.2) 完备 化 所 得 到 的 空间 称 为 H9”?(0). 

当 8 = Rr 时 Hm?(R") 与 Ho"?(R") 相同 . 事实 上 , 记 c(t) 为 1<1 时 等 
于 1 而 当 t> 2 时 等 于 0 的 C~ 函数 ， 则 对 任 一 we Fm?(R"), C( 四 )w 就 属于 
Hm?(R"), 日 当 4 _， oo 时 ， 

ca) =» u(H™?(R")). 

所 以 H9”?(R") 在 Hm?(R") 中 稠密 ， 而 由 HY*?(R") 的 完备 性 知 两 者 相同 . 

但 是 ， 当 2 有 界 ，m > 1 时， Hw?(0) 为 Hm?(0) 的 真子 空间 . 以 下 n=1 
为 例证 明之 . 设 8 = (a,), 则 对 C>(a, 5b) 函数 ws(z)， 


I 


Uv (7) = us(Q) + . w(x)dz = | w,,(z)dx. 


a 
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因此 ， 当 {ww} 按 五 1z(a, 亿 的 范 数 构成 一 Cauchy 序列 时 ， 


fale) uo < fl) -ula) las 


< Cllw — whys < Ch ~ wpa, 


故 {wu(z)} 在 (a,b) 上 一 致 收敛 . 它 收 敛 于 一 个 在 (a,b) 上 的 连续 函数 , 且 在 a, 5 两 
端 之 值 是 零 . 换 句 话说 ， HL?(a,b) 中 任 一 元 素 几 乎 处 处 等 于 一 个 在 a+0 与 5 一 0 
为 零 的 连续 函数 . 但 是 ， 对 常数 1, 我 们 无 法 改变 它 在 零 测度 集 上 的 值 , 使 之 等 于 这 
样 的 连续 函数 . 故 1 4 I?(a,b). 但 显然 1e€ HH?(a,b), 所 以 Hl?(a,b) 是 H1?(a,b) 
的 真子 空间 . 


2. 负 整 指数 Sobolev 空间 


以 下 我 们 讨论 指数 m 为 负 整 数 的 Sobolev 空间 五 "2(P), 一 般 将 它 称 为 负 指 
数 Sobolev 空间 . 
定义 4.3 ”对 正 整数 m, 1 < p < oo, 将 HY?(0) 的 对 偶 空间 (Hz2(O)) 视 
作 9'(0) 的 子 空间 ， 称 为 了 -mr (0), 其 中 满足 ; 了 = 1. 它 是 具有 负 指 数 的 
Sobolev 空间 . 
对 这 个 定义 需 作 两 点 说 明 . 首先 , 由 于 CSe(2) 在 HY”?(0) 中 稠密 , 故 HY*?(0) 
上 的 任 一 线性 连续 泛 函 唯一 地 对 应 着 C%(n) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 所 以 
(H9”?(8)) 可 以 视 为 2'(0) 的 子 空间 ， 其 次 ，(H9*?(0)) 中 的 元 素 如 何 表 示 是 
重要 的 . 例如 ， 当 p=2 时 ，HY(0) = HY”(0) 是 Hilbert 空间 ， 所 以 该 空间 的 共 
红 空 间 可 以 与 其 自身 同 构 . 但 是 在 这 样 的 同 构 对 应 下 ， HY (1) 函数 v 所 对 应 的 泛 
函 应 该 是 
iu)= >》 (Du Drwrag), vue HY(O). (4.11) 
lalgm 
但 是 ， 当 我 们 将 互 ?(2) 上 的 线性 连续 泛 函 视 为 9'(0) 广义 函数 时 ， 已 默认 了 将 可 
积 函 数 v 与 利用 证 函 v 一 | vudz 所 表示 的 广义 函数 视 为 相同 的 ， 故 在 这 样 的 观 
点 下 ， HY*(0) 函数 v 所 对 应 的 泛 函 应 当 是 
v(u) = (v, TL2(0), vu € HO (DN). (4.12) 
显然 , 在 m 关 0 时 它 与 式 (4.11) 不 同 , 所 以 我 们 特别 在 定义 4.3 中 加 上 “ 视 作 2'(0) 
的 子 空间 ”, 以 免 误 解 . 
在 五 -2 (2) 中 也 可 以 引入 范 数 


| | 
ullz-mzvo) = sup To (4.13) 
vEH™? (1) Vlgm'?( 0) 


由 此 即 得 ， 当 we 五 -mpz (0), ve Hw?(0) 时 ， 


lw, 0)| < lull gm Noll gm (4.14) 
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若 将 m 可 能 取 负 指数 的 情形 考虑 在 内 ， 我 们 也 可 建立 如 下 的 性 质 : 

(1) 车 mi 之 m2, 1 <p<o, 则 五 1?(8) C Hm2P(0). 又 对 有 界 区 域 2, 若 
1<21<2pa < oo%, 则 Hm™?2(0) C Hm? (0). 

(2) 若 p(x,D) 为 具有 Ce (10) 系数 的 1 阶 偏 微分 算 子 ， ve Hm™?(9), 其 中 怀 
为 任意 整数 ，1 <p < co, 则 


D(z,D)u e 万 me2(P)， (4.15) 
事实 上 ， 我 们 只 需 对 任意 的 重 指标 6, 证 明 
Dau e H™-Il,? (0). (4.16) 


对 于 m > |6| 的 情形 ， 即 为 本 节 中 (4.4) 式 . 故 只 要 讨论 m < |6| 的 情形 即 可 . 对 
于 peECF(0), 关 m0， 


[CD 和 up = |(u, DY))| 
<&C | 22 | <C pl pie-m,p i 


|(Deuw p)| = |(DSv, De By) 
< CD mpl ys < OC lopliam. 


所 以 我 们 可 以 由 DPw 定义 一 个 Hl"™? (2) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 故 Dw < 
Hm-l8l?(0), 利用 (4.16) 式 导出 (4.15) 式 是 显然 的 . 

(3) H"™?(0) 在 自 变量 的 Ce 微分 同 胚 变换 下 保持 不 变 . 

定理 4.4 “对 任意 整数 m, 1 < p < co, Cee(P) 在 Hm?(1) 中 稠密 . 

证 明 ”由 定理 4.3 知 只 需 对 m < 0 的 情形 给 予 证 明 . 今 若 mi > 0, 1 < p < oo， 
我 们 证 明 Cs(2) 在 互 -m?(8) 中 稠密 . 为 此 只 需 指出 ， 巨 -mx+2(2) 的 任 一 线性 连 
续 泛 函 f, 若 在 C> (8) 上 为 零 , 则 必 在 五 -mx:z(2) 上 为 零 . 首先 注意 到 HY1? (0) 空 
间 是 自 反 的 . 事实 上 , 若 记 N(mi,n) 是 使 得 |a| < ma 的 n 维 数组 a 的 数目 , 则 存在 
一 个 从 Hm? (9) 到 (Ze (0))N 的 一 个 线性 闭 子 空间 上 的 同 构 i: ws (8%w)jaj<m. 
故 由 (L? (0))N 的 自 反 性 可 知 吾 "22 (8) 也 是 自 反 空间 . 于 是 了 可 以 用 Hs"? (0) 
中 的 元 素 u 表示 为 

fo)=(u,v), veH™?(n). 


显然 ， 若 对 一 切 ve C%(0) 成 立 (wu, v) = 0, 则 必 有 w = 0, 这 就 说 明了 C%(0) 在 
互 ma42( 2) 中 稠密 ， 所 以 定理 对 m 为 负 整 数 情形 也 成 立 .证 毕 . 

由 定理 4.4 知 ， 负 整 指数 Sobolev 空间 也 可 从 C%(0) 函数 由 范 数 (4.13) 进行 
完备 化 而 得 到 . 
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3. 实 指 数 Sobolev 空间 

以 下 介绍 具有 一 般 实 指数 的 Sobolev 空间 Hs:(R"), s e R!( 它 也 常 被 称 为 具有 
分 指数 的 Sobolev 空间 ). 它 是 利用 Fourier 变换 引入 的 . 

定义 4.4 设 s 是 一 个 实数 ， 记 Hs(R") 是 适合 


(1+kF ) 2 € 0) (4.17) 
的 所 有 广义 函数 ve .7'(R") 所 组 成 的 空间 ， 装 备 着 内 积 
(0 0) = /0+ ea mE dé, (4.18) 
显然 ， 由 (4.18) 可 以 导出 H*(R") 中 的 范 数 为 
la = /+ PP) fa)P (419) 


定理 4.5 ”对 每 个 实数 s, 及 :(R") 是 一 个 Hilbert 空间 , 且 C>(R") 在 Hs(R") 
中 稠密 . 

证 明 先 证 互 *(R") 空间 的 完备 性 . 若 {wu;} 是 Hs(R") 中 的 Cauchy 序列 ， 
则 按 定义 ，{(1+ 长 站 72 全 (6)} 是 L2(R") 中 的 Cauchy 序列 . 由 [2 空间 的 完备 性 
知 (1 十 长 站 ?2 从 (6) 在 L? 中 收敛 于 (6), ve .79'(R"). 再 令 以 为 (1 十 长 门 -2/28(6) 
的 Fourier 道 变 换 ， 则 有 

a(é) = (1 + |é])* ?208), 
且 
2 — u(H(R")). 


为 证 C>(R") 在 Hs(R") 中 的 稠密 性 ， 我 们 只 需 证 明 .多 (Rn") 在 Hs(R") 中 的 
稠密 性 . 今 若 ve Hs(R?), 则 因为 .7(R2) 在 2(R2) 中 稠密 ， 故 对 给 定 s > 0, 存 
在 h(é) e (R?), 使 

上 (1 十 发 2 (6) 一 PE) zs < e. 
但 (1 + | 站 -2 h(é) 仍 属于 .Z(R2), 故 令 p 为 (1+ 发 )-s/2h(E) 的 Fourier 道 变 
换 ， 它 属于 .7 (R?), 从 而 有 
lu — lls <&, 
这 就 得 (RR") 在 Hs(R") 中 稠密 . 证 毕 . 

所 有 的 实 指数 Sobolev 空间 H:(R") 中 , s 越 大 , 则 空间 越 小 ,又 记 门 eps Hs(R") 
= H™(R"), User: H*(R")= HT™(R"). 

定理 4.6 ”五 :(R") 的 对 偶 空 间 为 H(R"). 
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证 明 车 为 Hs 空间 中 的 泛 函 ， 则 对 任 一 vw € Hs(R")， 
lh, < C llull py， 


在 ue (RR") 时 自然 成 立 ， 因为 由 .多 (也 ) 中 的 收敛 可 推出 Hs(R") 中 的 收敛 ， 所 
以 hh 可 视 为 .FZ'(R") 广义 函数 . 于 是 (h, wv) 就 可 视 为 .FZ'(R") 广义 函数 hh 在 .9(R") 
函数 uw 上 的 作用 . 对 两 者 作 Fourier 变换 得 到 

|(h, | < Cuwllz。， 


(G+ EI) 2%, (1 + El)3a)| < CN + |él2)al zs. 
所 以 l 
(1 + |)-2h(e) € £2. 
由 此 知 he 五 -(R"). 证 毕 . 
定理 4.7” 当 s 为 整数 时 ， 空 间 及:(R") 和 空间 肌 ”2(R") 一致 
证 明 当 s=0 时 ， 两 者 均 为 [2(R"). 
当 s 为 正 整数 时 ， 


1 
|wllz。avRn) 二 他 orate] 
lalgs 


1 
攻 大 eaeraj (4.20) 
lalgs 


于 是 由 不 等 式 
call+lé[)’ < > 人 < ca 十 长 站 >， 
lalss 
即 得 jull, 与 lwllz。>can) 等 价 . 
当 s 为 负 整数 时 ， 由 于 
Ho™ (R") = H™?(R"), 
对 任意 正 整数 m 成 立 ， 故 记 m = -s。, 有 
HR") = (H™2(R")). 


利用 前 面 已 证 明 的 事实 , 
H™?(R") = H™(R"), 


由 定理 4.5 知 (H 司 (R")) = Hs(R"), 从 而 
H:(R") 至 Hs?2(R") 
在 s 为 负 整 数 时 也 成 立 . 证 毕 . 
于 是 ， 以 后 在 不 致 混淆 时 ， 我 们 也 记 HS?(R") 为 Hs(R"). 
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4 五 了 (8) 函数 的 延 拓 


以 下 讨论 有 界 区 域 上 Sobolev 空间 中 元 素 可 延 拓 的 性 质 ， 为 书写 简单 起 见 ， 我 
们 仅 限 于 互 "(2) 进行 讨论 ,其 结论 不 难 推广 到 五 "2(8) 的 情形 . 如 无 特别 说 明 ， 
总 假设 区 域 9 的 边界 是 光滑 的 . 

定理 4.8 阁 m>0, 则 we HY(9) 的 充 要 条 件 是 的 零 延 拓 元 素 


0, 
| 
0，  R"*\N 
属于 H™(R"). 


证 明 ”必要 性 . 若 ve H8(0), 则 必 有 wreE C>(0), 使 wr 一 wu(H™m(n)), 此 
时 若 将 un 作 零 延 拓 到 8 外 ， 则 相应 的 零 延 拓 元 素 如 仍 为 C” 函数 . 由 于 i 在 
H™(R") 中 的 范 数 与 wn 在 H™(f) 中 的 范 数 一 致 ， 故 如 是 H™(R") 中 的 基本 序 
列 ， 且 各 一 (HT(R")), 所 以 de H™(R"). 

充分 性 . 应 用 “局 部 性 ”与 “ 展 平 ” 的 技巧 , 可 以 把 问题 归结 为 : 若 将 支 集 有 界 的 
Hm(R9) 函数 v 作 零 延 拓 到 R" 以 后 仍 为 8™(R") 函数 , 则 能 否 断 定 v € He (R?)? 

仍 记 5 为 v 作 零 延 拓 到 R* 上 的 函数 ，alt) 为 81.1 例 1.1 中 引入 的 Ce 天 
数 ， 令 

_ yi1—y Yn—1 — Yn_1 yn — Yh — 2 ,,,) 

Ve) = a WE (Ol J Cy) 
则 ve(y) s C( 研 ). 又 当 yn < es 时 ， 被 积 函 数 为 零 ， 这 是 因为 在 被 积 函数 支 集 中 
多 > 0, 从 而 当 加 < es 时 ， 

如 一 如 一 2 .一 2 
€ € 


< 一 1， 


所 以 a( 名 如一) -= 0. 这 说 明 supp w 含 于 > 。 的 半 平 面 中 , 故 w < 
Ce( 肥 ). 此 外 ， 从 (4.21) 可 知 ， 当 = 一 0 时 ， 

ve 一 V(Z2(RY)). 
将 (4.21) 式 求 导 ， 并 将 积分 号 下 关于 变量 y 的 求 导 转移 到 y 上 ， 得 


1 Nh ok A = =9 站 
sc)= 云 / c( 姑 = 经 ) ae 人 A E)82 sly )ay, 


故 又 有 96ve(y) 一 680(V)(2(R?)). 所 以 ve(y) 一 v0) (8H™(RI)), 故 v€ H5 (RY). 
证 毕 . 

对 于 一 般 的 有 "(1) 函数 , 是 否 也 能 按 适当 方式 延 拓 成 为 HH"(R") 函数 呢 ? 下 
面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 4.9 we H™(0) 的 充 要 条 件 是 : v 可 以 视 为 H™(R") 函数 在 2 上 的 限 
制 . 
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证 明 ”我们 先 就 m 为 正 整数 的 情形 来 证 明 本 定理 . 由 于 充分 性 是 显然 的 ， 故 
以 下 证 明 必要 性 ， 即 我 们 需 证 明 , 任意 吾 "(2) 函数 必 可 延 拓 成 一 个 有 Hm(R") 函 
数 . 

首先 指出 , 若 对 任 一 开 集 021, 满足 9 cc 01, 能 将 延 拓 成 为 日 "(01) 函数 ， 

则 wv 必 能 延 拓 为 Hm(R") 函数 .事实 上 ， 将 由 v 延 拓 成 的 Hm™(021) 函数 记 为 wi， 
并 作 函 数 ne C>(21), 使 它 在 2 上 恒 等 于 1, 那么 mui 就 是 v 在 R* 上 的 延 拓 (在 
RN 上 令 ui 为 0), 并 且 显 然 有 mui e Hm™(R"). 所 以 , 我 们 只 要 能 将 "(0) 函 
数 v 保持 五 ” 性 质 延 拓 到 边界 外 侧 一 点 儿 ， 就 能 将 v 保持 Hm 性 质 从 0 延 拓 到 
R" 中 . 而 利用 局 部 化 技术 ,又 可 将 问题 化 为 对 Hm™(R?) 函数 的 讨论 ， 即 要 证 明 ， 
若 ve Hm(R?), 的 支 集 为 思 中 紧 集 ， 则 w 可 延 拓 为 Hm™(R") 函数 . 

据 定理 4.2, 可 以 找到 函数 列 {u(}, 使 ue€ C% (RY), 上 且 wo 一 u(H™(R?)). 
对 于 每 个 ul), 定义 函数 v(") 为 


WO (zzn)， zn 之 0， 
I 4.22 
亿 (zx ) 化 ) > Ciueo)(z —jzn), zn < 0， ( ) 
j=1 
这 里 的 C; 是 由 下 式 定义 的 常数 : 
DS ICI=1, 0gkgm-l. (4.23) 
7=1 


注意 到 (4.23) 式 中 C0; 的 系数 行列 式 


1 1 se 1 
—_] _9 Ee —m 
#0, 
= 


所 以 C; 可 以 唯一 地 由 (4.23) 式 决定 . 由 此 又 可 得 由 (4.22) 所 定义 的 函数 在 z = 0 
上 直至 m 一 1 阶 导 数 都 连续 ， 事实 上 ， 当 < m 一 1 时 ， 


0 号 Cju™) (z,, -ij 


jl 


zn=0 
= > C7(-i)*0k, ul’) (z’,0) 

j=1 
= Ok ul") (x’,0). 


此 外 易 见 ， 每 个 vt) 的 m 阶 导数 在 R+, R* 上 均 连 续 , 在 x,, = 0 处 可 能 有 第 一 类 
间断 ， 因 此 ， 每 个 ve 属于 Hm(R"), 且 由 {wu} 是 Hm(R?) 中 的 基本 序列 可 知 
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{v 中 } 也 是 Hm(R") 中 的 基本 序列 . 从 而 {oo)} 在 五 "(R) 中 收敛 于 wv. 显然 ， 当 
zn > 0 时 ，w = .这样 ， 我 们 就 得 到 了 函数 久 在 R* 上 的 延 拓 ， 且 lullzman) 可 
用 C lwllzmcas) 来 控制 . 以 后 我 们 简称 v 是 函数 % 保持 Hm 范 数 可 控 的 延 拓 . 

当 m ==0 时， 五 (8) = I2(0), 此 时 将 v 作 零 延 拓 到 0 外 ， 即 得 有 (R") 函 
数 . 

当 m<0 时 , 取 mi = 一 m > 0, 则 we Hm™(0) 为 HY?1(0) 上 的 线性 连续 证 
函 . 这 时 , 取 we Hm"(0) 在 如 上 的 延 拓 为 按 下 式 定 义 的 广义 函数 也 它 对 we C88 
(R") 之 作用 为 

(i, 9) = Sup (u, 2 — Ey), (4.24) 


其 中 Es 为 vp 在 R"\f 上 的 限制 到 Rr* 上 保持 Hm 范 数 可 控 的 延 拓 ， 从 而 Es 对 
给 定 的 常数 Co 成 立 Bolins Cao) < Colplam (R"\TD). 由 于 9 一 Bo 在 R"\RT 上 
为 零 ， 故 op 一 Bo 在 0 上 为 HY'(0) 函数 ， 从 而 (4.24) 有 意义 . 易 见 ，(4.24) 关于 
2 为 线性 的 于是， 为 最 终 说 明 入 EeE Hm(R"), 只 需 指 出 由 (4.24) 定义 的 对 偶 积 关 
于 Hm(R") 是 连续 的 .事实 上 ， 


| 人 p)| = sup |(u, 9 — Ey)| 
Ev 
< Csupllp— Epl| gmi (0) 
Ey 


< Clllpllgmicn,) + Collpllgmi (Rn\m)) 


< C' lpllgm (Rn)， 


故 习 五 "(R). 又 当 supppCQ2 时 ，2 在 RN 上 的 限制 为 0, 故 范 数 被 控制 的 
已, 必须 取 为 零 . 从 而 (也 yp) = (wp). 这 就 说 明 立 在 8 中 与 4% 相等， 从 而 立 为 4 
的 延 折 .证 毕 . 

定理 4.8 与 4.9 对 于 一 般 的 互 "2(2) 函数 也 是 成 立 的 . 但 必须 指出 ,在 本 段 初 
所 作 的 关于 2 具有 光滑 边界 的 说 明 是 重要 的 . 否则， 定理 的 结论 可 能 不 成 立 . 

例 4.1 设 2 为 平面 Ory 上 由 y=0,y=z4, z= 1 所 围 成 的 区 域 ，w= 了 ， 
则 易 知 ve H1(0). 但 由 于 %% 在 边界 y = 0 上 的 值 在 原点 附近 非 平方 可 积 ， 由 81.5 
的 迹 定理 可 知 ，% 不 可 能 延 拓 到 原点 的 邻 域 中 ， 而 仍 保 持 有 HH! 的 性 质 . 

参照 定理 4.9 的 结论 ， 对 于 任意 有 界 区 域 8 与 任意 实数 s, 我 们 又 可 以 定义 
Hs (1) 函数 为 Hs(R") 函数 在 2 上 的 限制 . 


5. 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 


定义 于 R"( 或 R* 的 有 界 区 域 ) 上 的 Sobolev 空间 的 概念 可 以 推广 到 微分 流 形 
上 , 它 对 于 实际 应 用 , 特别 是 讨论 偏 微分 方程 的 边 值 问题 是 十 分 需要 的 . 为 叙述 简 
单 起 见 ， 以 下 仅 讨 论 紧 至 Ce 微分 流 形 的 情形 . 
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EA 0 ev 计 全 和 本 汪 和 

设 M 为 一 紧 致 C~ 微分 流 形 ， 则 对 每 一 点 Pe M, 必 存 在 一 个 邻 域 wp, 以 及 
wp 上 的 一 个 坐标 7 : wp 一 2, 其 中 8 是 Rr 中 的 一 个 区 域 . 由 M 的 紧 致 性 知 ， 
可 以 取出 有 限 个 这 样 的 邻 域 ， 记 为 w (1 < i < N), 它们 的 全 体 Uwi 覆盖 整个 M， 
利用 81.1 中 的 作法 ， 可 以 定义 一 个 M 上 的 单位 分 解 1 = 洒 六 | mm, 使 得 每 个 六 为 
M 上 的 Co 函数 ， supp m; C wi. 

今 若 是 定义 在 M 上 的 广义 函数 ， 利 用 上 述 单位 分 解 ， 可 以 将 w 写成 u = 
2 ui = > mu. 对 于 每 个 wi, 它 的 支 集 在 相应 的 wi 中 , 经 过 映射 r, 就 可 得 到 定义 在 
fi C R? 中 的 广义 函数 不. 对 于 全, 可 以 考察 它 是 否 属于 某 个 Sobolev 空间 , 如 是 否 
属于 H™?(02;). 今 若 对 每 个 i(1 < i < N), 均 有 ie Hm™?(0;), 则 称 w€ Hm?(M)， 
且 将 DA lilamsco,) 取 作 为 ul gems cg): 

由 于 微分 流 形 M 上 开 和 覆盖 {wi}, 以 及 从 属于 此 开 覆 盖 的 单位 分 解 可 以 有 不 同 
的 取 法 , 而且 在 每 个 w; 上 的 坐标 选取 也 有 多 种 方式 , 因此 按 上 面 的 作法 ， ul pgm, cg) 
不 是 唯一 的 . 但 是 由 Cs 微分 流 形 的 性 质 可 知 ， 所 有 这 些 不 同 的 作法 所 得 到 的 范 
数 都 是 相互 等 价 的 . 因此 ，w e 互 "'?(M) 的 性 质 是 由 M 和 的 本 性 所 确定 ,而 不 
受 上 述 不 同 作 法 的 影响 ， 相 应 地 ， 在 等 价 的 意义 下 ， ullgmzcm) 也 是 唯一 地 确定 
了 ,在 这 样 的 意义 下 ， 上 述 空间 互 mz(M) 的 定义 是 合理 的 . 

对 于 一 般 实 指数 的 Sobolev 空间 Hs(M) 也 可 以 同样 地 定义 . 


习 题 

1. 证 明 当 mm > 1 时 CF(R?) 在 Hm™?(R?) 中 不 稠密 . 

2. 证 明 矿 ™?(0) 是 一 个 自 反 空间 

3. 证 明 若 实数 s > t, 则 H'(R") D> Hs(R"). 

4. 说 明 例 2.6 中 定义 Heaviside 函数 互 (z) 属于 何 种 Sobolev 空间 ? 

5. 试 证 当 s < -了 时， ac(z) 一 5(E*(R)), 这 里 ae(z) 如 $1.1 中 所 定义 . 

6. 证 明 支 集 为 有 限 点 集 的 及 -3(R") 广义 函数 必 为 零 . 

7. 记 KK==1 一 人 A, 人 A 为 Laplace 算 子 则 车 f EH-~(R"), 且 (TA)™f Ee Hi(R"), 必 
成 立 f € Hmtt(R"). 

8. 设 8 为 R* 中 有 界 区 域 , 边界 899 为 Ce 光滑， 试 对 任意 实数 s, 定义 空间 H:(0n). 
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1. 媒人 定理 


本 节 中 进一步 讨论 Sobolev 空间 的 性 质 , 给 出 各 类 具有 不 同 指标 的 Sobolev 空 
间 之 间 的 关系 ， 以 及 Sobolev 空间 与 其 他 函数 空间 之 间 的 关系 . 特别 是 ， 具有 某 类 
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指标 的 Sobolev 空间 可 以 是 连续 函数 空间 或 连续 可 微 函 数 空间 的 子 空间 . 在 偏 微分 
方程 理论 中 这 一 结论 就 提供 了 从 广义 函数 解 到 经 典 解 的 桥梁 ， 故 特别 受 人 重视 . 
我 们 从 讨论 了 H1? 开始 ， 当 这 个 Sobolev 空间 的 前 一 指标 由 1 降低 为 0 时 ， 后 


面 一 个 指标 p 可 以 升 高 ， 为 此 ， 先 证 明 以 下 的 不 等 式 . 
引 理 5.1 设 p 满 足 1<p<n, 对 于 一 切 yp€ C>?(R")， 


1 (n— Dp 
| 2 一 一 二 >， 


?一 工 


到 | 


其 中 4 由 下 式 给 出 : 人 

gq pn 

证 明 由 于 ol cn 对 它 求 导数 可 得 
we _ (nl)p 


Gl 名 Dp(wp) 小 - ‘(p01B + BOip). 
将 此 式 对 zx; 积分 得 到 
pl er < 二 六 ol 1 owl dz 
记 
wi(z) = wi(T1) Til, Titly ***, Tn) 


EE 
= sup Ip(2)|75, 
Ti 


(n — Dp 
n—p 


因此 ， 以 dz1… d$i;.… dzn 简 记 dz1… dzxi_1dzit1'… dzn, 我 们 有 


wi(z)" :< 


np-D) 
/ Ip| ?22 |0ip| dxi, 
CC 


wo) de dbs don 


< (nC— 1)p 
n—p 


n(p—-D 
有 lp lOipl de 


< (fo) 


2 
(n— Lp 2 
ee pli dz aiellz 


(5.3) 


(5.4) 
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又 
np_ LE 了 中 
六 lel”-pz dz < lI up Ilol”-2 dz = 人 lI wi(z)dz, 
而 应 用 Holder 不 等 式 可 以 用 归纳 法 证 明 


1 


i TT ouws<I[(/， wid dbs den ) 


i=1 


于 是 ， 利 用 (5.4) 可 得 


1 -1 
Pp. n (n 2 各 n—l1 (/ 2 ) p(n—1 二 
"-P dz < : n-p dz ioll? |. 
/ia <II ( 2 网 7 orolB 


由 此 得 到 (通过 自 乘 n 一 1 次 方 ) 
n—l a) 2 一 ! 


(fw) < (SE) ev, 


=1 


( / a » < (后 2 2 (> awl ) ， 
R” Ws 人 i=1 
注意 到 9 = 二 即 得 (5.1). 证 毕 ， 

多 次 应 用 (5.1), 可 以 得 到 下 述 引 理 . 


引 理 5.2 设 p 满 足 1> 2 > 人 ,+ 二 < m, 则 对 于 一 切 g eC%(R") 
有 Pp nag pn 


所 以 


pgm-na Rn) < C Npllgms( Rn) : (5.5) 


(5.5) 式 中 的 常数 C 仪 依赖 于 p，n, k, m. 在 此 不 写 出 其 具体 表示 式 . 

不 等 式 (5.1) 与 (5.5) 称 为 Sobolev 不 等 式 , 利用 它 可 以 得 到 以 下 的 嵌入 定理 . 

定理 5.1 设 p 满 足 1> ;> 3 i 有 < m, 则 mp(R") 是 
Hm-&ha(R") 的 子 空间 ， 且 便 等 映射 是 连续 的 (这 样 的 恒 等 映 射 就 称 为 嵌入 映射 ). 

证 明 对 于 任意 的 p € Hm?(R"), 取 CY(R") 序列 {pn} ,使 ps 一 vv 
(HmP(R"). 由 (5.5) 知 ，{pn} 也 是 "ha(R") 中 的 收敛 序列 ， 其 极限 显然 也 
是 2, 故 得 定理 之 结论 .证 毕 . 

定理 5.1 也 可 以 叙述 为 ， 在 定理 所 述 的 条 件 下 ， 五 "?(R") 可 以 连续 地 幅 入 到 
Hm-%a(R"), 并 记 作 

H™?(R") C_, HT (R"). 
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利用 81.4 中 所 述 的 Sobolev 空间 的 延 拓 性 质 可 知 ， 若 为 具有 光滑 边界 的 区 
域 ， 指 标 p,n,%,m 满足 定理 5.1 的 条 件 ， 则 有 


H™?(0) Cc, Ha(0). 


当 2 = 时， 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 5.2 ” 设 p 满 足 二 一 了 (ks m), 则 对 任意 实数 g>1, 均 有 "?(R") c- 
Hal Rn 

证 明 ”我 们 仅 对 = mm = 1 的 情形 来 证 明之 ， 其 余 的 情形 留 作 习题 ， 取 任 
意 ae CF%(R"), 则 当 we Hl?(R") 时 ， 必 有 au e H'?(R"), 且 由 于 av 具有 紧 
支 集 . e > 0, 均 有 au e H!?-e. 由 定理 5.1 知 ou e L925), 其 中 

qe) = =) . 当 。 任 意 小 时 ， qle) 可 以 大 于 任意 确定 的 有 限 数 ， 再 由 于 

a 的 任意 性 即 徊 u EL3(R") 对 一 切实 数 gq 成 立 ， 证 毕 . 

利 下 考察 } 一“ < 0 的 情形 ， 对 于 二 m ==1 的 情形 ， 我 们 有 下 述 引 理 . 


引 理 5.3 设 了 -元 <0 记 a =1- 2 则 存在 一 常数 C, 使 得 对 一 切 vi 


Ce (RFR), 


1 
了 


lu(z)—uW < Chaslz-y, ve,ye RPR". (5.6) 


证 明 设 fr 是 边 长 为 p 的 立方 体 ( 且 边 平行 于 轴 ), 包含 原点 在 其 内 部 ,用 
fp 表示 82 的 相似 立方 体 ， 其 相似 比例 为 t. 设 we C>(R"), 由 等 式 


1 
u(x) — u(0) = 1 Sultz)dt 


可 得 ， 对 TE {2,, 
lu(z) —u(O)| < p > 60 (tlat (5.7) 


于 是 有 


万 人 u(x)dz — vu(0) 


u(x) — u(0)| dz 


1 n 
af S|(0iw) ( (tr)|dz 


P 一] 


-2 em )| dy. 


tp i=1 


< 
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但 


1 


p 
/ lOiu(z)| dz < (/ [Ou] 4] (/ ] ; 
fip f2tp ftp 


其 中 满足 -+ 二 二 1. 因此 
p 也 


|- 


/foular < nF ul, 


从 而 有 
去 / u(Z)dz — u(0) 


7 
p" J 0, 


注意 到 1-m+ 二 =1- 二 = ao 即 得 
p p 


1 一 mn 十 也 1 卫 一 7 
gCp 2 tp dt |v 
0 


1 a 
人 va 一 ul0) < Cp lulp,;. (5.8) 


(5.8) 式 表示 ， 区 域 Qp 中 w(x) 的 积分 平均 值 与 该 区 域 中 任 一 点 函数 值 之 差 被 
Cpcllullzas 所 控制 . 现 若 > 及 % 为 任意 的 两 点 ，|z 一 y| = p, 则 总 可 将 它们 视 为 边 
长 不 超过 p 的 立方 体 中 的 两 点 ， 故 利用 (5.8) 即 知 ， (5.6) 对 C2(R") 函数 成 立 . 

定理 5.3 设 一直 <0, 则 we Hw(R") 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 ， 以 
C"(R") 记 在 R" 的 连续 函数 空间 ， 装 备 以 在 所 有 紧 致 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 则 有 
HIP(R") C_, O00(R"). 又 记 a=1- 7 则 还 有 HY?(R") c_, Ce(R"). 

证 明 对 于 任 一 紧 集 KC R", 取 zo 4 K, 作 C%(R") 函数 4(z), 使 C(xz0)=0 
且 4(x) 在 KK 上 恒 等 于 1. 显然 Cue H1?(R"), 将 (5.6) 应 用 于 函数 Cu, 即 得 

lu < Ceullaaacao ly—zol", Vek, 
lull goer,) < C1 lull ps cnr) : 
于 是 ， 容 易 如 定理 5.1 的 证 明 那 样 ， 利 用 完备 化 的 方法 得 到 HY?(R") 一 C?°(R"). 
又 由 (5.6) 式 那样 ， 
ap ee < Clullgrc pn): 
故 有 互 1z(R") CcC_, C9(R"). 证 毕 . 

注 ”由 于 五”? 函数 可 以 在 一 个 零 测 度 集 上 任意 改变 其 值 ， 所 以 我 们 说 一 个 
互 "2 函数 等 同 于 一 个 连续 函数 是 指 它 可 以 在 改变 一 个 零 测 度 集 上 的 值 以 后 等 于 一 
个 连续 函数 . 

将 定理 5.3 推广 到 一 般 指标 的 情形 ， 有 下 述 定理 . 
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vi 1 1 k 营 g 
定理 5.4 设 王 一 << <m 则 Hw?(R") CCm*(R"). 又 记 
QE= 5 (0 < a < 1), 则 在 0 <a<1 时 还 有 Hm?(R") C_, Cm-ha(R"). 而 在 
Qa ==1 时 ,对 任意 0<B8<1, 有 Hm?(R") C_, Om-k,6(R"). 
定理 的 证 明 留 作 习 题 . 
利用 $1.5 中 所 述 的 Sobolev 空间 中 元 素 的 延 拓 性 质 可 知 ， 若 8 为 R* 中 具有 
光滑 边界 的 区 域 ， 我 们 有 相似 于 定理 5.1 到 定理 5.4 的 结论 : 


1 


FGA a i) 


1 k 
(3 若 节 = 对, 大 sm 则 对 于 任意 实数 4 
H™?(0) Cc, H™-%a (0). 
k—1l 1 k 
(3) 若 <=-<2,kg<m, 记 a=k 一 , 则 当 0<a<1l 时 ， 
nN p nN p 


HPD OG" h(n 


当 a = 1 时， 对 任意 的 8<1, 有 
这) 


由 于 Sobolev 空间 的 定义 中 可 殖 含 几 个 指标 ,基于 源 空 间 与 目标 至 间 的 不 同 组 
合 ， 可 以 写 出 许多 不 同形 式 的 Sobolev 髋 入 定理 ,我 们 在 此 不 一 一 列 出 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参见 文献 [8]. 

读者 可 能 注意 到 ， 在 定理 5.4 中 a = 1 的 情形 与 a < 1 的 情形 下 定理 结论 的 叙 
述 有 不 同 ，a = 1 的 情形 称 为 临界 情形 . 定理 5.2 相对 于 定理 5.1 来 说 也 是 如 此 . 
在 临界 情形 下 ， Sobolev 磐 入 定理 往往 会 出 现 更 复杂 的 情况 ， 从 而 导致 更 精细 的 研 
究 ， 所 以 尽管 Sobolev 艇 入 定理 的 基本 结果 在 20 世纪 中 叶 已 经 建立 ， 以 后 人 们 仍 
根据 各 种 应 用 问题 的 需要 不 断 丰 富 这 方面 的 研究 成 果 ， 特 别 是 在 各 种 临界 指数 情 
形 下 的 探讨 . 

当 p 二 2 时， 可 以 利用 Fourier 变换 给 出 m > 3 + 时 H™2(R") C_, Ck(R") 
的 一 个 简单 证 明 . 事实 上 ， 对 一 般 的 实 指数 s, 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 5.5 设 。> 了 十 已 则 豆 "(R") 可 以 连续 地 嵌入 到 CA(R") 中 . 

证 明 以 下 仅 就 大 = 0 的 情形 给 出 证 明 . 若 fe Hs(R"), 则 


(1 + ES FC) € L2(R"). 
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又 因为 。> 3, 所 以 (1+ 必 F) 六 & [2(R"), 从 而 由 Schwarz 不 等 式 可 知 
6 = (1+ EP)-$. (1+ KP FC) € LF"). 
于 是 ， 
)- Teol=|/ er en) fae 
了 大 
< / ,Oe 可 ee 1 


2 fede. 
2 Fe 


因为 1 为 可 积 ， 所 以 对 任意 s > 0, 可 以 取 充 分 大 的 4， 使 不 等 式 右 端 第 一 项 
小 于 3 . 然后 对 此 给 定 的 4, 在 z 充分 接近 于 zo 时， 第 一 项 也 可 小 于 5 , 这 就 得 到 
了 f(a) 在 zo 点 是 连续 的 .于 是 H*(R") 中 每 个 元 素 都 是 连续 函数 ， 而 且 ， 从 


入 2 
-oF =|/ ee -heyad 
< (fli® -a0lae) 


<c| (+ PNA) -oO Pate: / +k a 
Rr Rn 
< cif -ol 

可 知 ， 从 H:(R") 到 CO(BR") 的 嵌入 映射 为 连续 的 ， 证 毕 . 

2. 紧 嵌 入 定理 

在 某 些 指标 相互 关系 下 , 我 们 不 仅 可 得 到 上 面 所 述 的 连续 的 嵌入 映射 ， 而且 这 
个 嵌入 映射 是 紧 映 射 

与 嵌入 定理 相仿 ， 紧 嵌入 定理 也 有 很 多 不 同 的 形式 ， 下 面 我 们 仅 讨论 一 种 情 
形 ， HmP(0) 到 La(0) 的 紧 颈 入 .为 此 ， 先 讨论 在 Fe(D) 中 一 个 集合 为 紧 致 集 的 
条 件 . 

引 理 5.4 ， 设 9 为 具有 光滑 边界 的 有 界 开 集 ， 1 < 9 < co, B 为 [9(0) 中 的 
有 界 集合 ， 如 果 对 上 > 0, 存在 5 > 0 与 一 个 紧 致 集 K c 0, 使 

(1) [or lw dz 和 se, vu € B; (5.9) 

(2) 对 一 切 |< 5, 有 


Tai — tlia pn) < vu GE 万， (5.10) 


. 58. 第 1 章 广义 函数 与 Sobolev 空间 
CC 


其 中 互 为 v 在 9 外 作 零 延 折 后 所 得 之 函数 ， 7 为 平移 算 子 ， hii(z) ia- 站 
则 B 为 [2(0) 中 的 预 紧 致 集 ( 即 B 的 闭 包 万 为 紧 致 集 ) 

证 明 ”以 下 仍 以 记 了 元 记 轧 为 81.1 中 引入 的 平均 算 子 ， 则 由 Halder 不 等 
式 知 


MP 四 -wap=| mc-g-aa)a 
4g 


A (fm he aa a)" 


< 5groaa alo ay, (5.1) 


将 两 边关 于 zx 积分 ， 得 


9 


[Jn — ul La pn,) < sup | 一 ular) l 
lhlsn 


(5.10) 式 表示 ， 对 4 E B, 一 致 地 有 limn_o |imhw 一 tspn) = 0. 因此 ,对 we B， 
一 致 地 有 Jn — ul aps) 一 0. 
现在 固定 7 > 0 如 此 地 小 ， 使 对 一 切 we B 有 
| .7 一 ul ja Rn) <Ee. (5.12) 


以 下 再 证 明 {nu} 在 KK 上 是 一 致 有 界 与 等 度 连续 的 . 事实 上 ， 类 似 于 (5.11) 可 得 


nu < (fe wy) 


1 
< (sup jr) ullzecRn)， (5.13) 
故 { Jiuj} 是 一 致 有 界 的 ， 类 似 地 
1 
(Juz + h) — T(r) < (sup 力 )9 Tou — wlan) ， (5.14) 


故 {nu} 是 等 度 连续 的 . 因此 ， 对 固定 的 m, {ju} 在 CO(K) 中 为 预 紧 致 集 . 
从 C"(K) 中 找 出 有 限 集 {yw1,.…, We}, 使 得 对 任意 ve B, 必 存 在 某 个 j < 4 
使 
Me) — (J (2)) <e (5.15) 
在 KK 上 成 立 . 将 在 KK 外 作 零 延 拓 ， 并 仍 记 为 w;, 则 由 (5.12), (5.15) 知 
wu — WillLacg) < ull Leon) 十 | 一 Wil iarky) 
< 有 抽 | 上 也 二 Jnull yar,) 十 外 yu 一 Wie ry 
< 3e. 


故 {wi,…, Yu} 在 19(0) 中 构成 B 的 一 个 有 限 3e 一 网 ， 从 而 知 B 为 预 紧 致 集 
证 毕 . 

定理 5.6。 设 0 是 一 个 具有 光滑 边界 的 有 界 开 集 ， us H1?( 人 2), 则 当 n >p 
时 ， 只 要 g < ,HP(0) 到 4(0) 的 代入 映射 为 紧 的 ， 当 和 时 ， 对 任意 有 
限 数 q, B12(2) 到 Ze 的 嵌入 映射 为 紧 的 ， 

证 明 ”我 们 只 证 明 n>p 时 的 结论 ,而 将 n<p 的 情形 留 作 习 题 由 引 理 5.4 
知 ， 只 需 指出 条 件 (5.9), (5.10) 对 于 Lx(2) 中 的 单位 球 B 成 立 ， 1 

取 紧 集 K, 使 得 meas (ONK) 充分 小 记 g0 一 有 ,0 一 下 > 了 +7=1 


n—p 9 
则 
1 1 
gq 训 p p’ 
ee WD en 虽 站 (本 四 
即 为 充分 小 ， 从 而 (5.9) 成 立 . 
为 证 (5.10) 成 立 ， 先 选择 K 使 
lullzecova < 5， veB. (5.16) 


再 设 Ki 是 2 中 紧 致 集 ，K DD K, 并 设 n> 0, 使 对 zeECKi(Ki 的 余 集 ), Ih| < 7 
必 有 Zz-heCK. 于 是 , 对 |h| < 7, 也 有 
miliseovry < 了 
取 we ce(D), 0<pgl 并 在 K 上 恒 等 于 1, 则 1-2 支 集 在 人 2\Ki 中 ， 
ra — lla ns) < ra (Po) — iil racrn) 十 mw 人 1 一 风 吉 cean) 
十 | 一 Pp) Lac Rr) . (5.18) 
已 知 不 等 式 右边 最 后 两 项 均 小 于 故 只 需 考察 第 一 项 .注意 到 pt 已 是 H1?(R") 


中 的 元 素 ， 故 取 G 为 包含 所 有 mf (|h| < 1) 的 有 界 开 集 ， 则 mx(2i -pti 的 支 集 
在 G 中 . 故 


vueB. (5.17) 


Im — giacgs) 和 网 :eallm re 
< C lhl. [9d ps6) ， (5.19) 


另 一 方面 ,由 Halder 不 等 式 知 , 着 取 9 与 ,使 49r 一 1 4(1 一 0)r =go, 十 方 一 二 


则 对 于 任意 函数 了 ， 
1 1 
f ihras< ( A 如] ( | 请 io) 
工 
< (ne)(U/ jaz) . 
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于 是 ， 取 f = mpti 一 yii, 由 定理 5.1 知 |fj% dz 有 界 . 故 利用 (5.19) 与 定理 5.1， 
即 知 

ra (Po) — pi ra 和 C |hlrs =C 2 


取 久 充分 小 ,使 C |hl? < 3, 就 得 到 (5.10). 从 而 得 到 嵌入 映射 的 紧 致 性 ， 证 毕 . 

由 于 连续 性 映射 与 紧 映 射 的 复合 映射 仍 为 紧 映 射 ， 故 对 于 一 般 的 五"P(0) 空 
间 ， 有 如 下 结论 : 

着 1> 二 >< m, 寺 二 上 大，g < go 则 从 mp(0) 到 可 m-ha() 的 凤 

p nN d0 p 多 

入 映射 为 紧 映 射 

车 < kk < m, 则 对 任意 实数 %, 从 Hm™?(0) 到 Hm-ha(8) 的 腻 入 映射 为 
紧 映 射 . 

系 ”作为 上 述 结论 的 特例 ， 对 于 非 负 整数 mi, mz, 若 ml > m2, 则 五 "12( 介 ) 
到 m2?(0) 的 杠 入 映射 是 紧 映 射 

我 们 特别 强调 指出 ， 在 紧 嵌 入 定理 中 ， 区 域 9 的 有 界 性 十 分 重要 ， 否 则 ， 还 
必须 对 区 域 是 如 何 延 伸 到 无 穷 远 处 的 加 条 件 . 

关于 紧 嵌 入 定理 的 各 种 形式 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [8]. 


3. 迹 定 理 


以 下 讨论 Sobolev 空间 中 的 元 素 在 低 维 流 形 上 的 取 值 , 这 在 偏 微分 方程 边 值 问 
题 的 研究 中 尤为 重要 . 为 叙述 简单 起 见 ， 我 们 研究 了 Hm(0) 函数 边界 取 值 的 性 质 . 
由 于 边界 68 对 于 9 来 说 是 零 测度 集 ， 所 以 以 后 凡 述 及 Hm(0) 函数 在 边界 上 的 
取 值 都 得 按 下 面 定 理 中 所 述 的 Cee 函数 迹 映射 连续 扩张 的 意义 来 理解 . 下 面 先 考 
察 8 为 R? 的 情形 . 

定理 5.7 设 是 C”() 函数 plzl, …，zn) 到 边界 z= 二 0 上 的 边界 值 
Prt …， Zn-1, 0) 的 映射 , 则 它 可 连续 地 扩张 到 整个 H1(R*) 上 ， 且 ?Y(BICRY )) C 
H3(R"-1). 

证 明 设 we Hi(R?), 则 存在 C~(E) 中 具 紧 支 集 的 函数 列 {ww}, 使 u -， 
u (HiI(R®?)). 今 以 桩 (8', zn) 记 wz(Z) 关于 x' = (x1,…， Zn_1) 的 部 分 Fourier 变 
换 ， 我 们 有 
+ gn, 


Tn 


|&,(€’, 0)|* = -2Re (€’, Tn)Dy(E, Tn) drn. (5.20) 
0 


”两 边 乘 以 (1+ |&') 交 ,并 关于 8 在 R"-! 上 积分 ， 则 根据 Schwars 不 等 式 ， 即 得 


1 
十 co 2 2 
hu ,<2( 人/ drnde’ 
H2 (R71) R?, J 0 


Oy, 
0 ~ (é&, Zn) 


化 
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工 


十 co 5 3 2 
[+r he, so) dude | 
十 co 
<C / 1 
R",* J0 
十 ce 3 
+|/ / [u(x’, zn)| drndr’ 
R",!J0 


es t% Ou 2 
十 / / < dz ad/ 
2 R",*J0 


Ox; 人， Tn) 
=C luw llr Cs) 
故 由 ww 一 4 (H?( 豆 )), 即 知 yw 在 H3(R"-!) 中 构成 一 个 Cany 序列 ， 它 的 极 
限 元 素 就 记 为 yu, 并 称 为 4 在 边界 zn = 0 上 的 迹 . 显然 ，yu E H3(R"'). 证 毕 ， 

不 难 进一步 证 明 ， 若 ve H™(R?), 则 可 以 定义 4 在 边界 zn == 0 上 的 迹 You, 
YU Nm—1du. 对 每 个 7 (0 < 了 < mC— 1), 77 是 从 H™(R?) 到 HR 的 
线性 连续 映照 ， 特 别 当 Ce (到 ) 函数 时 ， 有 
iu 
8z 

定理 5.7 称 为 迹 定 理 . 利用 流 形 上 Sobolev 空间 的 定义 ， 可 以 得 到 迹 定理 的 一 
个 较 一 般 的 形式 ， 即 下 述 定理 . 

定理 5.8 设 2 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ， we 五 "(2), 则 可 以 定义 在 
边界 60 上 的 迹 7ou，T1uw …，Tm-lu 其 中 4 (0<j7jsm-1) 是 五 (2) 到 

7 
H"-i-3(00) 的 线性 连续 映照 ， 且 对 于 O~( 梧 ') 函数 uju 就 是 本 在 边界 9 
上 的 取 值 ， 这 里 区 表示 对 9 的 外 法 向 求 导 . 

我 们 在 此 指出 ， 当 m 为 正 整数 时 ， 五 8?(2) 函数 _ 在 边界 82 上 的 迹 yo 
Yu，…， Ym-_14 均 为 0. 当 p 关 2 时 ， 对 于 更 一 般 的 Sobolev 空间 互 "2?(8) 中 元 素 
在 92 上 迹 的 讨论 比较 复杂 些 ， 读 者 可 参见 文献 [8]. 

下 面 , 我 们 给 出 迹 定理 的 一 个 应 用 , 指出 在 什么 条 件 下 , 两 个 相 邻 区 域 中 的 H? 
函数 可 以 保持 及! 性 质 而 衔接 起 来 . 

定理 5.9 设 wieE Hi(R%), uz E Hi(R"?), 在 zxn=0 上 有 Yui =7?7ua 则 知 定 


Ouy 
Oxn 


2 
dzrndz’ 


(x’, Zn) 


Yiv = 


， 义 也 函数 


U1,， Tn > 0, 
yf 
U2,， Zn < 0， 


4 必 为 H1(R") 函数 . 
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证 明 ”我 们 首先 指出 ， 对 任 一 具有 紧 支 集 的 Ce (ER?) 函数 wo， 


0 O 
aodz 一 一 上 全 l<i<nol, 
Rr 


R? Oz; Or; 
(5.21) 
Ou1 - / / Op 
Re Ban pdzx = 人 (?7ui)2(z ，0)adz 一 Wi 
事实 上 ， 由 于 ui € H1(R?), 故 有 
ur eCR), uw (HI(R?)). 
对 ul” 显然 有 
(v) 
证 2 ct- 人 uf Se do, l1<ign—l1, 
2 下 了 
Qu) (VY vv/ , (v) OP 
en pdx = 3 (Yui “Jp(z’, 0)dzx 四 ui Bae 
令 v 一 00, 并 利用 Y:H1(R?Y) 一 L2(R"1!) 的 连续 性 ， 即 得 到 (5.21) 式 . 
类 似 地 ， 在 下 半空 间 可 以 导出 关于 w 的 积分 等 式 
apdz= 一/ oa， l<igno-l1, 
n 2 及 mm 2 
(5.22) 
Du2 / / Op 
二 oaz = La (Yu2)Pp(2’, 0)dz 人 U2 WU i 


将 (5.21) 与 (5.22) 式 相 加 ， 并 利用 条 件 yui = yua, 即 得 


apd Op 
ae+ J BE 1sisn 


ST 2 的 两 个 L? 函数 拼 起 来 所 得 到 的 L2 了 


数 恰 为 v 的 导数 ， 前 在 到 的 时 Tt 让 证 
利用 局 部 化 技巧 即 可 得 如 下 结论 : 若 一 光滑 超 曲 面 耳 将 给 定 的 区 域 2 分 成 两 
EA 
那么 也 是 整个 区 域 9 中 的 HI! 函数 . 
最 后 ， 我 们 证 明 一 个 命题 ， 它 可 视 为 迹 定理 的 逆 形 式 ， 从 而 也 说 明定 理 5.7 中 
所 示 的 结果 是 最 佳 的 . 
定理 5.10 设 fj eH"I2(R"-1) (0<j<m-1), 则 存在 函数 ue Hm(R')， 
使 Yu=f; (0<jg<m-1). 
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证 明 我 们 就 m = 1 的 情形 进行 证 明 . 先 设 f € .7(R"*-1), 取 函 数 we 
CY%(R!), 使 y 在 0 的 某 邻 域 中 恒 等 于 1, 记 2/ = 0 : so é€’ = (和 ,én-1), 
= (十 全 )3， f(&') 为 f(x') 的 部 分 Fourier 变换 . 


VE, Tn) =3 V(rn)f(E), (5.23) 


则 ve 9(Re x Ri,). 
记 wu(z'zn) 为 v(E'，zn) 的 部 分 Fourier 道 变换 ， 即 


vu(7', Ln) = / EE de di 


则 we (RR?), 且 w(z, 0) = /(z/). 另 一 方面 


ull cps) = NullLacrs . > ualP + lvl 
(Rs) (R#) 


= (2(1 + |)) + 2 ) dé drn 
Re xR1 


rn 


= +e) lie (ew 
Re, xRi, 


= /+p |e ee f+w) Oen)aen) 
Re! RL, 


(Mzn))? 本 (Mzn)) ) dé dz 


< ol 1 
H3 (R71) 

由 于 7(R" 1!) 在 H3(R"- 1) 中 稠密 ， 利 用 完备 化 的 方法 ， 即 可 知 ， 对 任意 /< 
H3(R"-!), 必 存 在 we H1(R")( 从 而 在 ER 上 的 限制 属于 ECRE)), 使 和 二 下 
证 毕 . 

对 于 m > 1 情形 下 证 明 的 详细 叙述 留 给 读者 . 

利用 局 部 化 技术 ， 容 易 从 定理 5.10 得 到 下 述 定理 . | 

定理 5.11 设 2 是 具有 Ce 光滑 边界 的 区 域 ，f; € 万 ”2(80) (0<j< 

一 1), 则 存在 函数 we Hm(0), 使 在 890 上 Yu= fj(0<sjg<m-1). 
习 题 

1. 试 对 于 m > > 1 的 情形 证 明定 理 5.2. 

2. 试 证 明定 理 5.4. 

3. 证 明 紧 映射 与 连续 映射 的 复合 映射 仍 为 紧 映 射 . 


4. 证 明定 理 5.6 的 第 二 部 分 的 结论 . 
5. 试 直接 利用 Fourier 变换 证 明定 理 5.7 后 面 的 结论 . 
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6. 证 明 五 0(P) 函数 在 92 上 的 迹 必 为 零 . 

7. 记 RT 为 {z |zn > 0), 试 证 明 : 车 ue€ 机 (了 屏 )m H2(R?), 则 对 1<ig<n--1, 有 
Ou 1 n 
ee E 万 0 (R*?). 

8. 证 明 对 任意 实数 s > t, 五 :(R") 到 HH:(R") 的 嵌入 映射 是 连续 的 . 


9. 对 一 般 m > 1 的 情形 ， 证 明定 理 5.10 成 立 . 


第 2 章 偏 微分 方程 的 一 般 理论 


82.1 一 般 概念 、 特 征 与 分 类 
1， 偏 微分 方程 的 一 般 概念 
给 定 一 个 形 如 


Ou alalv ) 加 


P (sre pe 


(1.1) 


的 等 式 ， 其 中 a 为 重 指标 (ol ,on), 每 个 oj 为 非 负 整数 ， lal = on 二，… 二 oo 
z1,…,zn 为 自 变 量 ， 一 般 取 实 值 ， 为 未 知 函 数 ， 人 是 0， “4 的 简 


za Or .Ora 
写 , 了 是 x1,…,zn, 以 及 的 偏 导数 的 已 知 函 数 ， 有 时 ， 下 可 以 不 显 含 zi 或 
但 必须 含 % 的 偏 导数 ， 这 样 的 等 式 (1.1) 称 为 偏 微分 方程 . 如 果 有 一 组 这 样 的 方程 
且 它 们 所 涉及 的 未 知 函 数 一 般 也 不 止 一 个 ， 则 这 一 组 方程 就 构成 偏 微分 方程 组 . 

出 现在 偏 微 分 方程 (组 ) 中 未 知 函 数 的 偏 导数 的 最 高 阶 数 称 为 该 偏 微分 方程 
(组 ) 的 阶 . 如 果 方 程 (组 ) 对 未 知 函 数 及 所 有 偏 导数 都 是 线性 的 ， 则 称 其 为 线性 偏 
微分 方程 (组 ), 否则 , 称 为 非 线 性 偏 微分 方程 (组 ). 在 非 线 性 偏 微分 方程 (组 ) 中 , 如 
采 方 程 (组 ) 只 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 偏 导数 是 线性 的 ， 称 为 拟 线性 偏 微分 方程 (组 ). 

奉 函 数 v( 在 方程 组 的 情形 下 是 一 组 函数 ) 在 指定 的 区 域 中 连续 ， 上 且 具 有 偏 微分 
方程 (组 ) 中 所 出 现 的 一 切 导 数 ， 且 将 它 代 入 这 个 (这 些 ) 方程 时 ， 使 方程 化 为 恒 等 
式 , 则 称 wu 是 该 偏 微分 方程 (组 ) 的 解 或 古典 解 (也 称 为 经 典 解 ). 由 于 实际 应 用 的 
需要 ， 除 研究 古典 解 外 ， 人 们 还 常常 需要 研究 各 种 广义 意义 下 的 解 . 它们 将 按 较 弱 
的 意义 满足 方程 ， 称 为 广义 解 . 广义 解 的 定义 将 按 不 同 场合 的 需要 而 异 . 特别 ， 当 
所 考察 的 偏 微分 方程 (组 ) 为 线性 时 ， 可 以 在 广义 函数 类 中 定义 偏 微分 方程 的 解 ， 
本 书 第 1 章 就 为 讨论 这 种 广义 函数 作 了 准备 . 

由 于 在 一 般 情形 下 ， 一 个 偏 微分 方程 (组 ) 可 以 允许 有 很 多 解 ， 例 如， 好 多 来 
自 于 物理 学 的 偏 微分 方程 ， 如 波动 方程 、 热 传导 方程 、 位 势 方 程 、 流 体力 学 中 的 欧 
拉 方 程 组 等 , 都 分 别 表达 了 一 大 类 物理 运动 的 规律 . 任何 一 种 表示 相应 的 运动 形式 
的 函数 都 应 该 是 有 关 偏 微分 方程 的 解 ， 因此， 为 了 确定 一 个 偏 微分 方程 (组 ) 的 特 
定 的 解 ， 常 常 还 需要 加 上 定 解 条 件 ， 如 未 知 函 数 在 初始 时 刻 (如 果 自 变量 中 有 某 个 
变量 有 时 间 的 意义 ) 应 满足 的 初始 条 件 ， 在 所 考察 区 域 的 边界 上 应 满足 的 边界 条 件 
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等 .相应 地 ， 可 以 研究 偏 微分 方程 (组 ) 初 值 问题 ， 边 值 问 题 ， 并 定义 这 些 定 解 问 
题 的 古典 解 或 广义 解 . 


2. 特征 


在 偏 微分 方程 理论 中 特征 是 一 个 十 分 重要 的 概念 . 它 决定 了 方程 的 分 类 、 定 解 
问题 的 提 法 ， 也 对 偏 微 分 方程 解 的 性 质 以 及 求解 方法 有 很 大 的 影响 . 
为 介绍 偏 微分 方程 特征 的 概念 . 先 考 察 线性 方程 的 情形 . 线性 偏 微分 方程 的 一 


般 形式 为 
> ，au(z)88u = f(2), (1.2) 


lalsm 


其 左边 微分 算 子 的 主 部 为 
人 (1.3) 
lal=m 
今 若 有 曲面 r : p(z1,… ,zn) = 0, 其 中 函数 p(z1,… ,zn) EC? 满足 
yaaas(s) (Pa) (pos) "=0, Veen, (1.4) 
|lal=m 
则 称 r 为 方程 (1.2) 的 特征 曲面 或 特征 流 形 . 在 n = 2 时 ,特征 曲面 就 是 特征 
曲线 . 特征 曲面 上 每 一 点 的 法 方向 称 为 特征 方向 . 易 见 ， 若 {41,… ,如 ) 为 特征 方 


ee DT (1.5) 
lal=m 

特征 曲面 的 概念 在 偏 微分 方程 理论 中 十 分 重要 , 例如 , 特征 曲面 是 偏 微分 方程 
弱 间 断 解 的 弱 间 断 奇 性 的 载体 ， 下 面 来 说 明之 . 

先 介绍 弱 间 断 解 的 概念 ， 对 于 一 个 m 阶 方程 来 说 ， 若 有 函数 v 在 自 变 量变 化 
的 某 个 区 域 中 连续 且 具 有 直至 m 一 1 阶 连续 偏 导 数 ， 在 此 区 域 中 除了 一 个 (或 有 限 
个 ) 低 一 维 的 光滑 曲面 7 以 外 有 m 阶 连续 偏 导数 ， 且 处 处 满足 方程 。 mm 阶 导数 在 
x 上 有 第 一 类 间断 ， 则 函数 v 称 为 原 方程 的 弱 间 断 解 , 而 r 就 称 为 弱 间 断 曲面 . 

今 若 r: p(x1,…,zn) = 0 是 偏 微分 方程 弱 间 断 解 的 弱 间 断 曲 面 ， 可 以 证 明 它 
必 为 特征 曲面 .以 下 对 r 上 每 一 点 的 邻 域 来 证 明 这 一 点 . 车 7 在 z? 点 非 退化 ， 则 
2 2 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ,不 妨 设 52 = 0. 于 是 ， 令 

Z1 Dzn DZn 
ee 1<i<n-l, 时 
én = p(T1,°** ,Tn) 

是 z? 邻 域 的 一 个 可 道 变 换 ， 且 曲面 p(x1,…, zn) = 0 经 此 变换 变 成 了 &% = 0. 

在 坐标 变换 (1.6) 下 ,方程 (1.2) 就 变换 成 


Ou 
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其 中 
H(¢pz 和 ;Pan ) = Qo.. al Z) (pr1) ，， (pa )™". 
lal=m 
> 7) 式 中 被 省 略 的 项 中 求 导数 阶 数 不 超 过 m, 且 其 中 关于 如 求 导数 的 阶 数 不 超 过 
一 1. 于 是 ， 阁 在 + 上 给 出 了 wv 以 及 的 直到 m 一 1 阶 导数 值 ， 则 (1.7) 式 除 左 


迪 第 一 项 外 部 是 已 的 Ge Fe 之 值 ， 就 取决 于 它 的 系数 


H(pzi,.…,9pz,). 若 日 0， 则 有 5 < 以 及 其 他 所 有 m WA 


而 不 可 能 有 以 p = 0 为 弱 问 断面 的 弱 间断 解 .反之 , 若 万 = 0, 则 m 阶 导数 2 5 


可 以 任意 给 定 而 不 影响 (1.6) 式 的 成 立 ， 从 而 可 以 存在 以 p = 0 为 弱 间断 面 的 弱 向 
断 解 ， 注 意 到 妃 = 0 就 是 特征 曲面 的 方程 (1.4), 故 知 只 有 特征 曲面 上 才 可 能 产生 
弱 间 断 . 

在 近代 偏 微分 方程 理论 中 常常 通过 微分 算 子 的 象征 来 研究 微分 算 子 .方程 (1.2) 
左边 的 微分 算 子 对 应 的 象征 是 (参见 第 1 章 81.3) 


>, aa(z) (ee 
lal<m 
其 主 象征 是 ,aa (7x) (ié)°. 
注意 到 2 -maa(7X)&? 与 式 (1.5) 左边 的 表达 式 完全 一 致 、 因 此 ， 我 们 也 将 
R? x Re 中 的 集合 


- {eokzo TF ee =- (1.8) 
lal=m 
称 为 方程 (1.2) 左边 偏 微分 算 子 的 特征 集 利用 特征 集 的 概念 也 可 以 重新 定义 特征 
曲面 如 下 ， 若 在 > 空间 中 的 曲面 r 满足 条 件 ， 其 上 任何 一 点 及 其 携带 的 曲面 法 向 
系数 均 落 在 特征 集 4 之 中 ， 则 称 为 特征 曲面 .反之 若 曲面 $ 上 任何 一 点 及 其 所 
带 的 曲面 法 向 系数 恒 不 在 4 之 中 ， 则 称 5 为 非特 征 曲面 

对 于 非 线性 偏 微分 方程 , 也 可 以 定义 > 空间 中 的 特征 曲面 与 (2,é) 空间 中 的 特 
征集 ,但 这 时 特征 曲面 或 特征 集 都 是 与 解 有 关 的 例如， 就 如 下 形式 的 拟 线性 方程 


> ool, Wsu = jz) (1.9) 


|al 和 mm 


来 说 ， 它 的 特征 方程 为 
Dao, 四 (po)m (os) =0. (1.10) 
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从 而 只 有 在 解 v 知道 后 ， 将 u(z) 代入 (1.10), 才能 判定 一 个 给 定 的 曲面 p(z1,…， 
zn) = 0 是 否 为 特征 曲面 . 


3. 偏 微分 方程 的 分 类 


偏 微分 方程 形式 多 种 多 样 ， 形 式 上 不 同 的 方程 可 以 具有 相近 的 性 质 ， 也 可 以 
相差 甚 远 . 因此 ， 对 偏 微分 方程 分 类 进行 研究 是 十 分 重要 的 .本 节 初 引进 的 “ 线 
性 ”、“ 阶 ”等 概念 都 是 分 类 的 依据 ， 而 利用 “特征 ”也 可 以 对 偏 微分 方程 (或 偏 
微分 算 子 ) 进行 分 类 ， 以 后 我 们 会 看 到 ， 这 种 分 类 ， 抓 住 了 偏 微 分 方程 的 本 质 的 性 
质 ， 在 偏 微分 方程 研究 中 尤为 重要 . 

现在 讨论 对 线性 偏 微分 算 子 的 分 类 . 记 D; = 50s,, P = pz，D) = 
2_lalgm aa(z)D2?， 并 记 pm(z，D) = 2 alm da(7)D" 为 偏 微分 算 子 p(x，D) 的 
主 部 . 记 (1.8) 式 中 定义 的 特征 集 4 为 Char(P). 

定义 1.1 若 p(x, D) 为 定义 在 区 域 2 中 的 偏 微分 算 子 ， 若 对 某 一 点 Ze 8， 
及 任意 的 5 e R"\{0}, pm(z， 6) 关 0, 则 称 算 子 p(z, D) 在 zx 点 为 椭圆 型 算 子 . 若 
p(z，D) 对 任意 ze 1 都 是 椭圆 型 的 ， 则 称 p(z, D) 在 2 中 为 椭圆 型 算 子 . 

易 见 ， 若 plz,D) 在 2 中 为 椭圆 型 ， 则 Char(p) = %, 反之 亦 然 

例 1.1 Laplace 算 子 A = 2 2 是 椭圆 型 的 ， Cauchy-Riemann 算 子 


Ou 十 iv 也 是 椭圆 型 的 . 
定义 1.2” 设 p(z, D) 为 在 9 上 给 定 的 m 阶 偏 微分 算 子 ， 若 存在 某 个 方向 
re R"\{0}, 使 得 对 一 切 ze 2, 以 及 任 一 不 平行 于 7 的 方向 &, 方程 


pm(z, AT+é)=0 (1.11) 


关于 有 n 个 两 两 互 异 的 实 根 ， 则 称 p(z, D) 为 关于 方向 7 的 严格 双 曲 型 算 子 
有 时 就 简称 为 严格 双 曲 型 算 于. 

例 1.2 波动 算 子 7 - 兄 
了 于: 

定义 1.3 设 P = plz，D) 为 在 2 上 给 定 的 m 阶 偏 微分 算 子 ， 若 在 特征 集 
Char(P) 上 Vepm(z, 和) 六 0, 则 称 p(z,D) 为 主 型 算 子 

例 1.3 。 严 格 双 曲 型 算 子 都 是 主 型 算 子 

例 1.4 ”二 阶 偏 微 分 算 子 的 一 般 形式 为 


2 

n 0 
j=1 7 
Ox 


是 关于 方向 (1,0,…,0) 的 严格 双 曲 型 算 


nn 


p(x, D) = ajk (2)Os Os 十 》 bj(2)Os; 十 c(7)， (1.12) 


jk=1 j=1 


它 的 主 象征 为 - 》 ajné&jéx. 于 是 有 如 下 算 子 : 


Nn 
j,k=1 
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(1) 者 矩阵 (cx) 满 秩 ， 则 p(z, D) 为 主 型 算 子 . 

(2) 者 矩阵 (aj) 满 秩 ， 其 正 惰性 指数 为 1, 负 惰性 指数 为 一 1, 则 p(z, DD) 为 
严格 双 曲 型 算 子 . 

(3) 若 和 矩阵 (aik) 正定 ， 则 p(zx,D) 为 椭圆 型 算 子 . 

这 里 要 指出 的 是 ， 以 上 的 定义 只 从 一 般 形式 的 偏 微分 算 子 中 分 类 出 重要 的 一 
部 分 ， 还 有 许多 其 他 常见 的 算 子 未 予 涉及 .例如 ， 在 R"t! 中 形 为 


Oo 一 Qjk (T)Or; Oz 十 > bj(7)07; + c(7) (1.13) 
7,k=1 j=1 
的 二 阶 偏 微 分 算 子 ， 当 和 矩阵 (ajx) 为 正定 时 ， 称 为 抛物 型 算 子 ， 它 是 一 类 重要 而 常 
见 的 算 子 ， 又 如 R? 中 的 Tricomi 算 子 
02 O02 
Yy B72 十 Be (1.14) 
在 y > 0 时 为 椭圆 型 的 ， 在 y < 0 时 为 双 曲 型 的 ， 这 样 的 算 子 称 为 混合 型 的 . 它 在 
研究 空气 动力 学 的 跨 音速 流 问题 时 会 遇 到 ]. 


习 是 
1. eh died : 
也 


人 8 
Ox? 6z 6r Or? 
ED ee 
Ot? Ox? Oxr2 6z3 


B22 82 
(y= 
Ou 2/02u Ou Si 3 3 a 
2. 证 明 力 程 一 a ( 芝 | 关于 锥 面 a2t? = z2 十 凡 中 的 任意 方向 Z 都 是 严格 
人 82 02 B2 8 8 人 9 
3. 证 明 算 子 - -一 -3- 一 关于 z 方 向 为 严格 双 曲 型 


Bo Do 
算 子 ， 又 问 该 算 子 是 否 关于 y 方向 或 z 方向 为 严格 双 曲 型 的 ? 

4. 设 v 为 方程 (1.2) 的 古典 解 ， 的 m 十 1 阶 导 数 在 曲面 + 上 有 第 一 类 间断 ， 则 7 必 为 
特征 曲面 . 

5. 证 明 例 1.4 中 的 结论 . 

6. 证 明定 义 1.1 到 定义 1.3 中 所 述 的 偏 微分 方程 类 型 不 随 自 变量 变换 而 改变 . 


82.2 存在 性 定理 
1. Cauchy-Kowalevskaya 定理 
本 节 中 我 们 介绍 一 个 普遍 的 存在 性 定理 一 Cauchy-Kowalevskaya 定理 . 对 于 
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一 个 很 广泛 的 一 类 解析 偏 微分 方程 组 (出 现在 方程 组 中 一 切 函 数 在 所 考察 的 范围 中 
均 为 解析 的 ), 可 以 得 到 其 Cauchy 问题 解析 解 的 存在 性 . 
我 们 称 以 下 形式 的 方程 组 为 Kowalevskaya 型 方程 组 : 


eu Filt,z Tn, U vu Ow 
一 一 人 》 1 Xn, .i 
Ot Otko Ox! .Ork” 


Gi, j=1, 2 N; hot+hi+.+ kn = Ek Eny; ko <ny), (2.1) 


其 中 方程 的 个 数 等 于 未 知 量 的 个 数 ， 自 变量 为 二 zt ,zw, 但 自 变量 t 与 其 余 自 变 
量 不 同 ,起 着 特殊 的 作用 首先， 出 现在 给 定 方程 组 中 的 每 一 个 函数 w, 其 最 高 阶 
导数 必须 包含 及 此 ; 其 次 ， 方 程 组 对 这 些 导数 是 解 出 的 ， 对 于 方程 组 (2.1), 我 
们 取 定 解 条 件 为 
OF 
Otk 


= pF (71, ZT2,* ,Tn), k=0, 1,2,...,ni—1. (2.2) 


t=to 


车 在 某 一 点 (z9,…,z0) 邻近 ,给 出 了 pf9 为 其 自 变量 的 解析 函数 ， 又 根据 ep 人 
可 以 确定 出 方程 组 (2. 1) 右 端 函数 中 诸 变 元 的 值 ， 简 记 为 (如 ， wo, py (O*w)®, | 小 ， 
我 们 要 求 函数 Fi 在 这 些 点 的 邻 域 中 为 解析 的 ， 此 时 ， 成 立 如 下 的 基本 定理 ; 

定理 2.1(Cauchy-Kowalevskaya 定理 ) ”如 果 所 有 函数 eg 在 某 点 zx? 邻 域 
内 解析 ,又 所 有 函数 玉 在 相应 的 点 (如 , 20,w0,…, (8*w)”,…) 的 邻 域内 解析 ， 那么 
Cauchy 问题 (2.1), (2.2) 在 ( 妈 ,z") 的 某 邻 域 中 有 唯一 的 解析 解 存在 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,首先 通过 引入 新 未 知 函数 和 附加 方程 的 办 法 将 Cauchy 问 
题 (2.1), (2.2) 化 成 一 个 一 阶 拟 线性 方程 组 的 Cauchy 问题 ， 然 后 证 明 后 者 解析 解 的 
存在 唯一 性 . 

首先 ， 任 何 高 阶 非 线性 Kowalevskaya 方程 组 的 Cauchy 问题 均 能 化 为 某 一 个 
一 阶 非 线性 Kowalevskaya 方程 组 的 Cauchy 问题 . 要 做 到 这 一 点 ， 只 需 把 最 高 阶 导 
数 以 外 的 各 阶 导数 都 取 为 新 的 未 知 函 数 就 行 了 . 为 了 叙述 的 简便 , 我们 以 两 个 自 变 
量 二 阶 非 线性 方程 的 Cauchy 问题 为 例 来 说 明之 . 设 有 Cauchy 问题 : 


O2u Ou Ou 862 Ou 
B12 并 人 人 也， 亿 ， 把 7 Br Boz’ 沾 ) (2.3) 
站 | = 2.4) 
5 | Ot |,_o (2. 
如 果 函 数 ult, z) 满足 方程 (2.3) 与 初始 条 件 (2.4), 那么 函数 ww wo = 2% 人 ou 
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满足 如 下 的 一 阶 方 程 组 


Ouo Ouo Ou1 
Se -人 Wy UD 只 )， 
Ou OW (2.5) 
ot Dz 
au _ 
WH 和 
和 初始 条 件 
由-0 = po(2Z)， uolio = pl(Z)， Vilio 一 20(Z). (2.6) 


反之 ， 设 函数 4,uo,ui 为 问题 (2.5), (2.6) 的 解 ， 则 其 中 的 函数 u(t, zx) 就 一 定 
满足 (2.3), (2.4). 事实 上 ， 飞 满足 (2.4) 是 显然 的 . 而 利用 (2.5) 的 第 二 、 三 式 ， 可 
得 


因此 ，u 一 2 与 + 无 关 . 而 根据 条 件 (2.6), 当 t=0 时 , 此 式 的 信 为 0, 帮 一 2 


成 立 . 以 wo = 与 血型 代入 (2.5) 第 一 式 ， 即 知 (2.3) 式 成 立 

这 样 ,我 们 就 证 明了 Cauchy 问题 (2.3), (2.4) 可 以 化 成 等 价 的 一 阶 非 线性 方程 
组 的 Cauchy 问题 (2.5), (2.6) 来 解决 . 

其 次 ， 任 何 一 阶 非 线性 的 Kowalevskaya 方程 组 的 Cauchy 问题 均 能 化 为 某 个 
一 阶 拟 线性 的 Kowalevskaya 方程 组 的 Cauchy 问题 . 要 做 到 这 一 点 ， 只 需 对 原 方 
程 组 进行 微分 ,然后 把 所 有 的 一 阶 偏 导数 视 为 新 的 未 知 函数 , 并 引入 附加 方程 就 行 
了 . 同样 为 了 叙述 的 简便 ， 我 们 以 如 下 的 例子 来 说 明 这 个 方法 .考察 


Ou Ou 2.7 
ho (2.7) 
uli=0 = P(Z) (2.8) 


若 函 数 ult, 7) 注 丘 各 (2.7) 及 初始 条 件 (2.8), 将 方程 (2.7) 关于 t 微分 ， 并 令 
) U1 二 By: 则 有 


Vo 一 


ot 
Ou 
= zt 1) 
0 
党 = F(t, x, u, U1) + Poult, 1, u, vi) F(t, z, u, U1) + Puilt, 7, u, wi) 
O00 
Ot Oz 


(2.9) 
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和 初始 条 件 
ulio = Pp(2), 
uoli=0 = 下 (0， 也 O(Z)， {zr)); (2.10) 


U1 ls-0 > p'(7). 


反之 ,也 可 证 明 ， 若 wwo, wi 满足 (2.9), (2.10), 那么 函数 ult,z) 就 一 定 满足 
(2.7) (2.8). 事实 上 此 时 需要 验证 的 就 是 (2.7) 式 ， 我 们 将 (2.9) 的 第 一 式 关于 t 求 
导 ， 得 


利用 (2.9) 中 诸 式 ， 可 得 
但 t=0 时 有 
Ou 
所 以 0 恒 成 立 . 
又 将 之 = w 代入 (2.9) 第 三 式 ， 即 得 
但 上 =0 时 ， 有 


所 以 ua = 及 司 成 立 ， 代 入 (2.9) 的 第 一 式 ， 就 得 (2.7) 
于 是 为 证 明定 理 2.1, 又 需 考虑 方程 组 (2.1) 为 一 阶 拟 线性 方程 组 的 情形 就 足 
够 了 . 


2. Cauchy-Kowalevskaya 定理 的 证 明 
现在 我 们 就 来 考虑 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 


N nn 
DY i=1,.,N (2.11) 
k 


带 初始 条 件 
Ui(0, T1777 ,Tn) = pi(Z1 ,Tn)) 1 一 1 ,NV (2.12) 
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的 Cauchy 问题 解 的 存在 性 . 在 (2.11) 中 ，a 凶 ,fi 为 t,xp,ug 的 函数 . 若 简 记 z0 = 
(29, ,20), wo = (9, ) = (pli(z0) PN(T)), 这 时 Cauchy-Kowalevskaya 
定理 的 形式 为 下 述 定理 . 

定理 2.2 ”如 果 函 数 yi 在 z? 的 邻 域内 解析 ， 又 oj, f; 在 (0,z0,uo) 的 邻 域 
中 解析 ， 那 么 Cauchy 问题 (2.11), (2.12) 在 (0,z9) 的 某 一 邻 域内 有 唯一 的 解析 解 
存在 . 

以 下 不 妨 设 z0 就 在 原点 ， 且 yi(zx1,…,zxn) = 0. 因为 前 者 可 以 通过 坐标 变换 
(坐标 轴 的 平移 ) 达到 ， 后 者 可 以 通过 将 wi 一 wi 视 为 新 的 未 知 函数 来 达到 . 

以 下 的 证 明 思 路 是 先 用 震级 数 法 来 构造 问题 (2.11), (2.12) 的 形式 解 ， 然 后 证 
明 这 个 磊 级 数 形 式 解 收敛 于 真 解 ， 从 (2.12) 式 可 以 得 知 在 原点 ， 函 数 wi 的 所 有 形 
如 


Da1+… 十 an ti 


a 
B79 OTmr 


的 偏 导数 的 值 等 于 函数 yp;( 实 际 上 我 们 已 将 它 化 为 零 ) 的 偏 导 数 在 原点 的 值 . 此 后 ， 
将 (2.11) 关于 zi 求 导 aa 次 ，…, 关于 zn 求 导 an 次 ， 在 左边 就 得 到 形 如 
Oltoit' ton yy 
OtOrY .Ore 


的 偏 导数 ,而 右边 只 含 未 知 函 数 以 及 其 关于 z 的 导数 ,因此 在 上 = 0,z = 0( 此 时 有 
u 二 0) 时 其 值 为 已 知 , 故 所 有 形 如 (2.13)’ 的 导数 在 原点 的 值 是 已 知 的 . 若 将 (2.11) 
式 关 于 t 求 导 二 次 ， 关 于 zi 求 导 aa 次 ，……, 关 于 zn 求 导 an 次 ， 可 得 形 如 
O2to1t +on yg, 
Ot2O7x ... Opa 


的 偏 导数 , 而 在 右边 只 包含 未 知 函 数 及 其 形 如 (2.13), (2.13) 的 偏 导 数 , 于 是 (2.13)” 
的 值 是 已 知 的 ， 继 续 做 下 去 ， 可 以 得 到 wi 的 各 阶 偏 导数 在 原点 的 值 ， 从 而 可 构造 
形式 客 级 数 


(2.13) 


(2.13) 


(2.13)/ 


0 Qo mo a 5 
ui(t, 2T1 Zn) = > Caooi ot UT ps, 1 一 1,.…,n, (2.14) 


COCGT1 :On 


其 中 


l 1 Oo tat ton tl 
和 0 (2.15) 
on oolail on! \ Otodro... Ore" ), 


显然 , 如 果 定 理 2.2 中 所 要 求 的 解析 解 在 原点 的 菜 一 邻 域 中 存在 , 那么 在 原点 附 
近 它 必 可 展开 成 一 个 短 级 数 ， 但是， 我 们 已 经 能 够 利用 方程 组 (2.11) 与 初始 条 件 
(2.12) 唯一 地 将 wi 在 原点 的 各 阶 导 数 确定 下 来 , 故 解析 解 若 存在 的 话 ， 必定 唯一 . 
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现在 证 明 解 析 解 的 存在 性 ， 亦 即 证 明 寡 级 数 (2.14) 的 收敛 性 . 为 此 ， 利 用 强 函 
数 法 .首先 介绍 强 函 数 的 概念 与 构造 方法 . 如 果 函 数 %(z,……z) 在 原点 某 一 邻 域 
内 为 解析 函数 ， 则 它 可 以 有 收敛 的 适 级 数 展开 式 


劝 (21) 2) = .God 2. 
又 如 果 另 有 一 个 函数 杰 (z1,…,), 它 在 这 个 邻 域内 也 是 解析 的 ， 具 有 展开 式 
V(z1,..,Z) 一 Oa 2 


如 果 


[ca & Cosi.ion 


对 一 切 qa1,… ,a 均 成 立 ， 那 么 称 亚 为 少 的 一 个 强 函数 . 
设 级 数 六 CE ‘2! 在 某 一 点 Zi = pi @ = 1,...,1) 绝对 收敛 (所 有 
lpi| > 0), 则 必 有 正 数 M 存在 ,使 


casapr pp < M, 


从 而 ， 对 所 有 的 
Ce < Ql a QL) 

lpil™ :lpi 

函数 
V(z1,..,Z) = 1 和 
Zi 
1— 
lI 半 ) 


l co Qt 
三 ( 吾 ) 
世人 壤 
二 > er rr 


,pia 


为 W(2……2) 的 一 个 强 函 数 . 又 若 取 p = ain, |oil, 则 令 


M Se A 4/ 
Vn -人 
1 CQ 一 0 p 
p 

MY 1 Qt 是 

一 ro Lee 3 

lol...00! ! l 
a=0 OP al 十 … 十 al 一 a CQ1.Q2， Qi! 
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由 于 


2 
pa allaol anl ”08910982 ph" 
故 咏 (2……2) 也 是 %(z 2) 的 强 函 数 . 同样 ， 容 易 说 明 ， 如 果 入 > 1, 则 
AI 
p 


也 是 w(zi,…,) 的 一 个 强 函 数 . 
现在 用 强 函 数 法 来 证 明 问 题 (2.11), (2.12) 解析 解 的 存在 性 , 根据 前 面 的 说 明 ， 
它 可 以 写成 


N mm 
J ES 2 | 
本 ij DZ 0 三 


我 们 称 之 为 问题 I 又 如 果 我 们 找到 oj, fi; 的 强 函 数 4, Fi 以 及 初始 条 件 的 强 函 
数 6;, 那么 可 以 构造 一 个 新 的 Cauchy 问题 : 


am _ 世 OU; 
pT -> + Fi, Ui 0 = $;, t= 1,.…,N, (2.16) 
j=1 k= 


称 它 为 问题 1. 利用 前 面 构造 形式 寡 级 数 (2.14) 的 办 法 ， 可 以 得 到 问题 1 的 形式 客 
级 数 解 为 


ee 3 i 二 Lly, (2.17) 
问题 II 的 形式 医 级 数 解 为 
2 (2.18) 


可 以 说 明 两 个 级 数 的 系数 之 间 有 
(2) 


Caoal ‘Qn 


SE (2.19) 


事实 上 ， 在 ao = 0 的 情形 , 这 可 以 由 6; 是 pi(= 0) 的 强 函 数 得 到 , 在 ao > 0 时， 
系数 c@..。 (CC 人 BO ) 可 由 具有 较 小 的 下 标 ao 的 系数 coD(CGO) 以 及 问题 L II 的 
方程 组 中 诸 系数 及 其 导数 在 u = 0 处 的 值 经 加 法 与 乘法 运算 得 到 ， 因 此 ， 如 果 当 
ao < os 时 ， 不 等 式 (2.19) 成 立 ， 那 么 此 式 在 ao = ax 时 也 成 立 ， 这 就 表示 (2.19) 
式 对 一 切 c9(CG) 均 成 立 ， 从 而 说 明 ， 如 果 级 数 (2.18) 收敛 ， 则 它 就 是 (2.17) 的 
强 级 数 ， 故 (2.17) 也 收敛 ， 下面 就 来 选择 4A% 与 甩 , Bi, 并 希望 使 相应 的 解 Ui 的 
形式 尽 可 能 也 简单 . 
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取 49) 与 五 具 同一 形式 : 
M 
p 
将 它 代 入 问题 II 中 ， 则 方程 组 中 诸 方程 均 取 同 一 形式 ， 现 寻求 它们 的 具 下 列 形 式 
的 解 : 


Ui(t, ZT1, ,Tn) = Uolt, T1, ,Tn) = = UN(t, 1 ,Tn) 


一 VT(AtT+2Z1I 十 十 Zn) 一 TU(z)， 


其 中 z= 站 二 zl 十 … 十 Zn 则 可 以 得 到 函数 U(z) 应 该 满足 的 方程 
aU M aU 
DO 


记 (wa = 一 0 二, 在 2 [的 一 个 确定 邻 域 中 ,可取 和 充分 大 ,使 》- 
| 


p 
NnA(U, z) > 0, 从 而 有 


dU _ A(U, z) 
dz A—NnA(U,z)’ 
oe pe (2.20) 
dz 人 : . 
此 处 Ba = 二 入 汪 入 根据 4(D 的 表达 式 知 ， 当 = 均 落 在 原点 的 充 


分 小 的 邻 域 |z| < 65,1V| < 5 中 时 A(U,z) 可 以 展开 为 z,U 的 具有 正 系数 的 寡 级 数 ， 
从 B(U, z) 的 表达 式 知 ， 它 可 展开 为 


3 A(U, 2) 下 这 4(0 z) 十 A z) + 
从 而 也 可 以 展开 为 z,U 的 具有 正 系 数 的 寄 级 数 . 我 们 取 方 程 (2.20) 具有 初始 条 件 
Il =0 (2.21) 


”的 解 ， 则 由 常 微分 方程 的 理论 知道 ， 这 个 解 在 z = 0 的 邻 域 |z| < 51 中 存在 而 且 解 

析 ， 如果 51 充分 小 ， 就 可 以 有 |U(z)| < 6, 于 是 ， 我 们 关于 A(U，z),，B(U, z) 的 分 

析 是 合理 的 . 所 得 到 的 (2.20), (2.21) 的 解 U0(z) 显然 也 可 展开 为 具有 非 负 系数 的 客 

级 数 

| U(z) = »》, Caz®. 
a=1 
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在 将 > = Xt 十 zi 十 … 十 xn 代入 后 ， 并 注意 到 上 = 0 时 ， 


Ui(0, Z1 Zn 一 U(zl 十 Za 十 十 Zp) 


Oo 
上 》 》 Ql a 
mt Oara Ti Wt 


Q=1 ai 十 … 十 am 一 CQ 
是 具有 非 负 系数 的 震级 数 ， 它 可 以 被 取 为 5;, 从 而 |Xil 十 zi 十 … 十 |zn| < 0 时 ， 
Uilt, 21 2np) 一 DOATZI 十 十 2Zmh)， 1 一 1 ,TV 


就 可 以 作为 问题 [I 的 解 . 于 是 , 根据 前 面 的 分 析 知 道 ， 在 同样 的 邻 域 中 ,问题 I 的 
解析 解 存在 . 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 定理 2.2, 即 一 阶 拟 线性 方程 组 局 部 解析 解 存 在 且 唯 一 的 
Cauchy-Kowalevskaya 定理 . 根据 上 一 段 的 分 析 , 对 于 更 一 般 的 非 线 性 方程 的 情形 ， 
即 定理 2.1 也 是 成 立 的 . 


3. 初始 资料 给 在 一 般 曲面 上 的 情形 


无 论 是 定理 2.1 或 定理 2.2, 初始 条 件 都 是 给 在 上 = 0 平面 上 的 . 如 果 初 始 条 件 
给 在 t, zx 空间 的 一 般 曲面 上 ， 有 没有 相应 的 结论 ? 为 简单 起 见 ， 考 虑 一 阶 拟 线性 
方程 组 的 情形 . 由 于 此 时 变量 上 已 无 特殊 的 地 位 ， 将 它 写成 zo, 而 方程 组 可 写成 


N nn [7 
人 (2.22) 
k 


若 在 空间 有 一 曲面 x: yp(zo,X1,…,zxn) = 0, (zw8,7X9,…,20) 点 落 在 此 曲面 上 ， 
gradyp( 忆 ) 关 0, 且 在 该 点 的 邻 域 p(xo, x1,… ,zn) 解析 ， 这 样 的 曲面 在 忆 点 邻 域 称 
为 解析 曲面 ,这 时 ， 可 以 在 曲面 + 上 引入 参数 &1,…,&, 将 超 曲 面 表示 成 


Xo = zo(€1,:… ,én), 


Xl 二 ZX1(€1,°* ,En), 


Xn 一 Tn(é1, 和 En’ 


其 中 的 函数 都 是 解析 函数 .以 下 讨论 方程 组 (2.22) 在 7 上 给 出 定 解 条 件 的 定 解 问 
题 . 我 们 讨论 这 样 的 情形 , 在 r 上 的 定 解 条 件 为 给 定 所 有 函数 wi 的 值 ，w; 可 以 表 
示 为 6 人 的 函数 广 ( 刀 ,… ,én) 人 = 二 ,和 N), 还 要 求 在 古 点 附近 wi 也 是 其 
变 元 的 解析 函数 . 

我 们 特别 指出 ， 在 己 点 附近 方程 组 (2.22) 是 否 有 满足 条 件 


Ui| ,0 二 Vilé1, VB , En) (2.23) 
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的 解析 解 存 在 ， 决 定 于 曲面 r 在 忆 点 是 不 是 方程 组 (2.22) 的 特征 . 如 82.1 中 所 
做 的 ， 引 入 变量 6 = y, 并 作 坐 标 变换 


Xo 二 Xo(éo, El， oo Ee) 
2Z1 = TX1(é0, €1,°°: ,én), 


(2.24) 
火候 二 Zn(Eo, El， A , én) 
可 以 将 (2.22) 化 成 
Op Ou A - 0O&, Ow 
et (> 27 和 | Oéo 2 (> 27 可 96 1 2 J; ,NN (2.25) 


Po 
这 里 馈 是 忆 经 坐标 变换 (2.24) 后 在 空间 中 的 对 应 点 ， 于 是 在 包 点 的 菜 邻 域 
中 这 个 行列 式 也 不 等 于 零 ， 这 样 (2.25) 就 可 以 关于 5 解 出 ， 得 到 


0é 
i 1 一 1 (2.26) 
Oéo | a 27 O&, 27? 》 》 区 
相应 的 初始 条 件 为 
Wile =0 = Uil(é1,°** ,én), (2.27) 


且 根 据 所 给 的 条 件 可 知 ， b%, 了 ; 以 及 初始 条 件 ti 都 是 其 变量 的 解析 函数 ， 利 用 定 
理 2.2 可 以 得 知 局 点 邻 域 有 唯一 的 解析 解 wi(&0,&1,… ,én) 存在 ， 对 于 原 坐 标 系 来 
说 ， 自 然 在 P 点 的 邻 域 也 有 唯一 的 解析 解 存在 .这 就 是 下 述 定理 ， 

定理 2.3 ”车 在 zo,z1,… ,zn 空间 某 点 Po 的 邻 域 ， 方 程 组 (2.22) 的 系数 解 
析 . 过 已 点 有 一 解析 曲面 x, 7 在 点 Po 的 某 邻 域 中 不 为 特征 曲面 ,在 x 上 给 定 了 
解析 的 初始 条 件 ， 那 么 Cauchy 问题 的 解析 解 在 Py 点 的 某 邻 域 中 存在 ， 而 且 是 唯 

当 曲 面 p =0 在 忆 点 为 方程 组 (2.22) 的 特征 流 形 时 ， (2.22) 无 法 化 到 (2.26) 
的 形式 ， 因 此 得 不 到 相应 于 定理 2.3 中 的 结论 . 从 这 里 也 可 以 看 到 特征 的 概念 对 于 
偏 微分 方程 定 解 问题 提 法 的 重要 作用 . 
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4. Lewy 反例 * 


从 Cauchy-Kowalevskaya 定理 可 见 ， 一 个 解析 的 偏 微分 方程 (组 ), 在 一 点 邻 域 
可 以 有 无 穷 多 个 解 . 事实 上 ， 过 一 个 给 定点 作 一 个 非特 征 平 面 ， 在 上 面 任意 给 定 
未 知 函 数 的 解析 初 值 ， 就 可 以 有 解析 解 ， 对 于 非 解 析 的 偏 微分 方程 (组 ), 在 许多 常 
见 的 情形 ， 特 别 是 对 于 具体 物理 背景 的 偏 微分 方程 (组 ), 通常 也 会 有 无 穷 多 个 解 ,、 
从 而 需要 加 上 辅助 的 定 解 条 件 , 来 确定 满足 这 些 定 解 条 件 的 解 . 但 是 , 需要 注意 的 
是 ， 对 于 非 解析 的 偏 微分 方程 (组 ), 即使 它 是 线性 的 ， 且 具有 Ce 系数 ， 也 并 非 总 
是 有 解 的 . 1957 年 H. Lewy 用 一 个 反例 说 明了 这 一 点 . 

H. Lewy 的 例子 是 定义 在 R3 上 的 微分 算 子 


L= 十 i 25(Z 十 jy) 坟 ， (2.28) 

他 得 到 如 下 的 结论 

定理 2.4 设 了 是 仅 依赖 于 tt 的 实 值 连续 函数 ,车 存在 一 个 关于 (x,y,t) 的 C1 
函数 v 在 原点 的 某 个 邻 域 中 满足 方程 Lu = 了 , 那么 f(t) 关于 在 原点 附近 是 解析 
的 . 

证 明 设 w€ CO! 在 集合 {(zybiz2 十 只 < RB,|t < R} (R > 0) 中 满足 
方程 Lu = f. 记 z = XY 十 iy, 它 也 可 以 写成 极 坐 标 形式 re”, 其 中 7 = 2z2 十 92， 
0 = arctan 过 ， 设 s==72, 定义 


27 
V= / u(x,y,t)dz = wf u(r cosO, rsinO,t)e'?d0. 
0 


|z|=7 


则 由 Green 公式 ， 


| (如 + 混 ) [gy 


[|z|<r 


27 
= / (+ 党 )( (pcosg, psing, t)pdpdb. 


Dr 0 


= OU gu ( Be 
量 Ox Oy 0 Z 


27 
oy 一 | (如 +r) (rcos0 rsinO, t)rd0 
0 
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当 0 入 s< 瑚 , |t| < RR 时 ， 由 方程 Lu=f 得 


1 | (rim) (nd 
Os 2r Or Or Oy hg 


|z|=7 
Ou dz .OV ， 
-人 Pat ft f =i +t) 
|z|=7 |z|l=" 


再 令 F(t) = 站 f(T7)dr, U(t,s) = V(t,s)+ AF(t), 则 U(t, s) 满足 Cauchy-Riemann 


方程 
BU .80 


Hr- 

所 以 在 区 域 {(s,t); 0<s<R, |t<R} 中 UV 是 w=t+is 的 一 个 全 纯 函 数 ， 
且 U0 一 直 连 续 到 直线 {s = 0}. 又 因 U(t,0) = xF(t) 是 实 值 函数 ， 所 以 由 Schwarz 
反射 原理 ， 公 式 Qt -s) = U(t,s) 给 出 了 U 在 {s = 0} 附近 的 解析 延 拓 ， 特 别 
U(t,0) = 7F(t) 关于 t 是 解析 的 ， 故 f(t) = '(t) 也 是 解析 的 . 证 毕 . 

由 此 定理 即 可 推 知 ， 若 f(t) 不 是 解析 的 (即使 是 C” 的 ), 方程 Lu = f 一 定 没 
有 古典 解 . 

不 但 如 此 ,还 可 证 明 Lu = f(t) 连 广义 解 都 不 存在 . 这 就 表明 算 子 工 是 非 局 部 
可 解 的 . 一 个 偏 微分 算 子 在 什么 条 件 是 局 部 可 解 的 , 这 个 问题 研究 已 成 了 偏 微分 方 
程 理论 研究 的 一 个 重要 课题 ， 吸 引 了 许多 数学 家 从 事 专门 的 研究 . 


0. 


习 题 
1. 试 将 n 维 Laplace 方程 与 波动 方程 化 为 一 阶 方程 组 . 
2. 用 县 级 数 法 求 方程 组 


Ha" 
Ov Ow 
Bt Oz 
带 初 始 条 件 
ul,0 = Sin 2， v0 = COsz 


的 Cauchy 问题 在 点 (t = 0, z = 1) 附近 的 近似 解 ( 算 到 级 数 的 三 次 项 ). 
3. 用 强 级 数 法 证 明 方程 (2.20) 有 唯一 的 满足 初始 条 件 U|,。_。= 0 的 解析 解 存在 . 
4 用 强 级 数 法 直接 证 明 ， 对 于 高 阶 方程 的 Cauchy 问题 


O™u Otiv 
i ZI i t, 》 
Ot™m 村 2 a ,j(T t) OrrOti f( 7) 
Ivl+ij<m 
j<m—1 
Ou 
Oti 


= pj;(7), 7=0, 1,.…,m—1, 
t=0 


当 方 程 的 系数 与 初始 资料 均 在 原点 邻 域 解析 时 ， 在 原点 邻 域 存在 唯一 的 解析 解 . 
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82.3 ”唯一 性 与 稳定 性 
1. Holmgren 定理 


82.2 所 介绍 的 Cauchy-Kowalevskaya 定理 是 一 个 重要 而 且 相 当 一 般 的 定理 , 它 
指出 若 在 一 个 处 处 非特 征 方向 的 解析 曲面 上 给 定 了 解析 的 初 值 条 件 ， 那 么 Cauchy 
问题 的 解 在 解析 函数 类 中 是 存在 且 唯 一 的 . 但 是 , 对 于 同样 的 初始 值 是 否 还 有 其 他 
非 解析 的 解 呢 ? 1901 年 Holmgren 讨论 了 具 解 析 系 数 的 线性 方程 组 的 情形 ， 证 明 
了 在 更 广 函 数 类 中 初始 值 问题 的 唯一 性 .他 的 基本 思想 是 利用 对 偶 问 题 的 存在 性 
来 证 明 原始 问题 解 的 唯一 性 . 为 此 ,我 们 先 对 Cauchy-Kowalevskaya 定理 中 解 的 存 
在 范围 作 一 点 分 析 . 

引 理 3.1 ” 设 线 性 齐 次 的 一 阶 偏 微分 方程 组 Cauchy 问题 


N nn 
_ Ou; ok Du 
(CO -wor 3. 
7=1 k=1 
vili0 = 一 pi 


中 ,系数 a%, bs; 以 及 初 值 p; 都 是 所 考察 区 域 中 的 解析 函数 . 又 初始 值 的 寡 级 数 展 
开 式 对 变 元 的 一 切 值 收敛 ， 则 解 的 短 级 数 展开 式 收敛 半径 与 初 值 w 的 特定 形式 无 
* 

证 明 令 v=w--y, 将 (3.1) 化 为 


| (Lv)s = (Lop)i, 


= (3.2) 
vili_o 7 0, 


从 前 面 的 讨论 知 ， 解 析 解 v 的 存在 范围 将 由 控制 (3.2) 的 有 关系 数 的 强 级 数 的 有 关 
常数 M 与 p 来 决定 (从 而 v 也 是 如 此 ), 记 控制 工 的 系数 的 强 级 数 的 有 关 常 数 为 
Mi, p1, 控制 p; 的 强 级 数 的 有 关 常 数 为 M2, po, 那么 ， 控 制 Ly 的 强 级 数 的 有 关 常 
数 将 只 依赖 于 min(pi1, pz) 与 max(Mi1, M2). 从 而 解析 解 v 或 的 寡 级 数 收敛 半 径 
7 也 只 依赖 于 该 两 个 量 . 注意 到 在 (3.1) 中 方程 组 为 齐 次 ， 故 cu 是 一 个 以 cy 为 初 
值 的 解 ， 它 与 有 同样 收敛 半径 . 这 样 ， 对 于 任 一 初 值 p, 总 可 以 取 c 足够 小 ， 使 
cM2 < Mi, 于 是 以 y 为 初 值 的 解 v 收敛 半径 > 实际 上 与 Mz 无 关 ， 引 理 的 条 件 又 
说 明 ps 为 任意 大 ， 从 而 引 理 之 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 3.1(Holmgren 定理 ) ” 设 在 原点 的 邻 域 中 给 定 一 个 具有 解析 系数 的 一 
阶 线性 方程 组 


元 加 2 4 + 由 亲 (3.3) 
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考察 它 满足 C1 初始 条 件 
Do 三 2(Zz Zn) (3.4) 
的 Cauchy 问题 ， 则 存在 原点 的 某 邻 域 ,在 其 中 此 Cauchy 问题 的 0? 解 是 唯一 的 . 
这 里 C1 表示 函数 本 身 及 其 一 阶 偏 导数 均 为 连续 的 函数 类 , 又 A。,B 为 NxN 
矩阵， ,了 为 V x1 向量 . 显然 ,用 矩阵 形式 记 偏 微分 方程 组 ， 其 形式 显得 更 简 
洁 . 
证 明 ”我 们 只 要 证 明 相 应 的 齐 次 方程 满足 齐 次 初始 条 件 的 C1 解 必 为 零 解 就 
可 以 了 ， 即 要 证 明 如 果 U(t,z1,… Zn] 满足 
多 We + BU, (3.5) 
U 证 二 0 (3.6) 
又 UECO!1, 则 必 有 UV=0. 
作 自 变量 变换 
t 一 二 十 3 和 
Qa=1 
pi a =1,..……,n. (3.7) 


又 引入 记号 世人 zx)… 24) = UV (t 一 革 %_1 X221,… ,24), 可 得 
. ~ NaBT Re OD ,i 
Pe & —— 一 一 一 
(1 > 2 | 下 > Aa 5 二 BU. (3.8) 


在 所 考虑 的 自 变量 变化 范围 充分 小 时 ， 秆 了 泗 工 - 并"_1 2z44。 的 道 阵 存在 ， 于 是 
(3.8) 式 可 以 写成 


ed a go U. (3.9) 
记 taa, tb 为 Qa, b 的 转 置 矩 阵 , 又 记 


加 =5 现 -六 -8U, 


GIW] = -3 a 二 (taaW) — 


图 对 适当 小 的 正 数 和 , 将 平面 # = 和 与 曲面 t = 并 cz 
所 围 成 的 区 域 记 成 矿 、, 并 将 五 、 在 此 平面 与 曲面 上 的 边界 分 别 记 为 1 与 Ks( 如 上 
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图 ), 于 是 对 U 以 及 任 一 C1 函数 W， 
/ (WFIUV] ~ UG[W])at dr’ az/ 
H、 
0 0 
-人 区 Cs > | (W .aaD) 


这 里 “. ”表示 NN 维 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 的 内 积 ,利用 分 部 积分 公式 ， 上 式 又 可 化 
成 


dt’ dx’ dy 


Ve Udx’ az/ +/ W .Ucos(n, t)ds — > W :aaU cos(n, 2’) dS. 
KM 


CQ 一 1 Ka 


由 于 [可 = 0, U0 在 K、 上 取 值 为 零 ， 所 以 我 们 得 到 


-/ el a ee tn a A 
H、 i、 
因此 若 能 取 W 满足 方程 
G[W] = 0， 
就 可 以 有 
W.Udri...dr’, =0 (3.10) 


7 和 

成 立 . 当 入 很 小 时 ， 及、 将 落 在 方程 组 (3.9) 系数 的 解析 范围 中 ， 此 时 若 在 1 上 给 
出 W 的 初 值 为 某 个 多 项 式 ， 则 根据 定理 2.2, 在 1 附近 有 一 个 满足 GIW] = 0 的 解 
析 解 存在 ， 又 根据 引 理 3.1 知 ， 在 i、 附近 用 寡 级 数 法 构造 解析 解 时 收敛 半径 仅 与 
(3.9) 的 系数 有 关 ， 因 此 解析 解 W 的 存在 范围 也 可 取得 仅 与 (3.9) 的 系数 有 关 ， 于 
是 ， 如 有 必要 的 话 可 进一步 减 小 和 \, 而 使 整个 豆 \ 被 包含 于 G[W] = 0 的 解析 解 存 
在 范围 之 中 ， 从 而 对 于 任何 定义 在 六 上 的 多 项 式 ， 均 有 (3.10) 式 成 立 ， 根据 多 项 
式 全 体 在 平方 可 积 函 数 类 中 的 稠密 性 ， 从 (3.10) 式 即 可 得 到 


Ul ey 


但 和 是 任意 的 ， 故 在 整个 H、 中 0 = 0. 这 说 明 原 方程 组 (3.5) 具 零 初始 条 件 的 CT 
解 U 在 t>0 的 某 个 邻 域 中 为 零 ， 自然， 对 于 上 < 0 的 区 域 中 可 作 相 仿 的 讨论 ， 这 
样 就 证 明了 本 定理 . 证 毕 . 

利用 自 变量 变换 ， 容 易 把 Holmgren 定理 推广 到 初始 条 件 给 在 一 个 解析 曲面 上 
的 情形 ， 这 就 是 下 述 定理 . 

定理 3.2 ” 设 一 阶 偏 微分 方程 组 


2 4 四 站 B(z)u t+ f(z) = (3.11) 
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的 系数 A。(7z), B(z) 为 N xN 矩阵 ， 其 元 素 是 在 z 的 邻 域 解析 的 函数 .5 为 过 z9 
点 的 解析 曲面 ， 在 zx? 点 非特 征 . 在 9 上 给 出 了 C1 初始 条 件 


u = (7), (3.12) 


那么 ， 在 zx? 点 的 某 一 邻 域 中 ， Cauchy 问题 (3.11), (3.12) 的 C1 解 是 唯一 的 . 

Holmgren 定理 对 于 具有 解析 系数 的 高 阶 线 性 方程 组 也 是 成 立 的 ， 它 可 以 通过 
化 成 一 阶 组 的 办 法 ， 并 利用 定理 3.2 或 定理 3.3 得 到 所 需要 的 结论 ， 也 可 以 直接 证 
明之 . 

Holmgren 定理 中 关于 系数 为 解析 的 条 件 虽 然 是 一 个 很 强 的 限制 ， 但 是 它 不 能 
轻易 地 去 掉 . 事实 上 ， Plis 在 1954 年 曾 给 出 一 个 偏 微分 方程 组 的 例子 ， 它 的 系数 
是 无 限 次 连续 可 微 的 , 但 是 齐 次 初始 条 件 的 Cauchy 问题 却 有 一 个 非 零 的 无 限 次 连 
续 可 微 解 2. 

2. Holmgren 定理 的 应 用 

在 此 我 们 给 出 Holmgren 定理 对 于 椭圆 型 方程 组 的 一 个 应 用 . 与 82.1 中 给 出 的 
椭圆 型 方程 的 定义 相仿 ， 对 于 方程 组 (3.11) 来 说 ， 如 果 对 任意 实 向 量 &, 都 有 


(x°)é° | z 


det 


(3.13) 


则 称 (3.11) 在 zx? 点 为 椭圆 型 的 . 又 若 在 区 域 2 中 的 每 一 点 , 方程 组 (3.11) 为 椭圆 
型 的 ， 则 称 (3.11) 在 区 域 2 中 为 椭圆 型 的 . 

定理 3.3 ” 若 在 连通 区 域 9 中 具 解 析 系数 的 线性 偏 微分 方程 组 (3.11) 是 椭圆 
型 的 ， 在 2 中 给 出 了 (3.11) 的 两 个 C- 解 ， 则 若 此 两 解 在 一 点 近 旁 恒 同 的 话 ， 在 
整个 区 域 也 必 恒 同 . 

证 明 ” 记 两 个 解 的 差 为 w 则 我 们 只 需 证 明 : 若 在 x? 的 某 邻 域 中 心 = 0, 必 可 
推 得 在 整个 区 域 ?9 中 心 = 0. 

先 指出 ， 若 “在 以 x* 为 心 、p 为 半径 的 闭 球 So(z*) 中 恒 为 0, 而 So(z*] 完全 
含 于 2 中 ， 那 么 必 有 = > 0, 使 在 So+e(z*) 中 恒 为 零 . 

事实 上 ， So(z*) 的 表面 9So(z*) 在 任意 点 都 不 是 特征 ， 所 以 由 Holmgren 定 
理 ， 对 于 任 一 ye 80Sp(x*), 必 有 以 y 为 心 ， 5 为 半径 的 球 5s(y), 使 在 其 中 心 = 0， 
从 这 样 的 球 的 集合 {5s(y)} 中 可 以 选 出 有 限 个 球 S61 (加 )……,Sse(w) 覆盖 0Sp(z*). 
于 是 Ui_1 56,(yi) 是 包含 55(z*) 的 一 个 开 集 ， 从 而 可 找到 e > 0, 使 二 在 So+e(z+) 
中 为 零 . 

© A. Plis: The problem of uniqueness for the solution of a system of partial differential 
equations, Bulletin de 1’Acad, Polonaise des Sci. 2(1954), 55~57 
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现在 对 任 一 不 与 z0 相 重 的 点 zl e 0, 作 一 条 连结 z0, z: 的 连续 曲线 儿 : z = 
z(t) (0 < t < 1), 使 它 完全 含 于 2 中 . 并 记 d 为 该 曲线 与 8 的 边界 89 的 最 小 距 
离 . 已 知 尽 在 z0 的 菜 一 邻 域 中 为 零 ， 故 不 妨 假设 它 在 闭 球 So(z0) 中 为 零 ， 并 可 以 
认为 p<d. 

作出 [0,1] 中 满足 如 下 条 件 的 7 的 集合 9: 若 re F, 则 对 一 切 7'€ [0, 7], 
在 Sp(z(7')) 中 恒 等 于 零 . 由 于 z(t) 为 连续 曲线 ，v 又 为 连续 函数 ， 所 以 9 是 闭 
集 . 又 由 前 面 的 证 明 可 知 ,， 若 re 9, 则 可 以 有 s > 0, 使 So+e(z(r)) 中 心 也 恒 为 
零 ， 从 而 有 sl, 使 得 (max(r -sl，0))， min(r+st1l)cC2 ,所 以 2 必 为 开 集 . 但 
是 由 So(zo) 路 三 0 知道 0<e 9, 故 9 非 空 集 ， 因而 9 必 为 整个 区 间 [0, 1], 这 就 
说 明 在 zx! 点 必 有 w=0. 但 是 zx 为 8 中 的 任意 点 ， 所 以 4 在 8 中 恒 为 零 . 证 毕 . 

定理 3.3 可 以 与 解析 函数 的 唯一 延 拓 定 理 相 比 较 . 事实 上 ， 一 个 复 解 析 函 数 的 
实 部 与 虚 部 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 它 也 是 一 个 椭圆 型 方程 . 所 以 定理 3.3 可 以 视 为 
解析 函数 的 唯一 延 拓 定 理 的 推广 . 


3. 稳定 性 


在 偏 微分 方程 理论 中 , 除了 解 的 存在 性 与 唯一 性 这 两 个 基本 问题 外 , 解 的 稳定 
性 也 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ， 下 面 来 说 明之 ， 
先 考 察 一 个 例子 ， 它 是 Hadamard 首先 引进 的 . 考虑 Laplace 方程 


2 2 
5 十 2 =0 (3.14) 
满足 如 下 初始 条 件 的 Cauchy 问题 : 
u(x, 0) = 0， (3.15) 
eo, 0) = 二 sin nz 


容易 验证 ， 这 个 问题 有 如 下 形式 的 解 : 


u(x, y) = -i sinnzshny. (3.16) 
又 由 Holmgren 定理 知 这 个 解析 解 是 唯一 的 . 但 是 , 这 个 解 不 具有 稳定 性 . 事实 上 ， 
Ou 1 
| ei 
所 以 ， 当 n 充分 大 时 ， wv 及 其 导数 在 y = 0 时 的 值 可 以 任意 地 小 . 但 是 根据 shny 
的 性 质 知 ， n 充分 大 时 ， 不 管 y 怎么 小 ， 习 都 可 以 取 到 很 大 的 值 . 


这 个 例子 说 明 ， 对 于 Laplace 方程 (3.14), 初始 条 件 的 微小 误差 将 引起 解 的 很 
大 改变 . 这 种 现象 自然 是 我 们 所 不 希望 产生 的 . 因为 Laplace 方程 或 其 他 许多 偏 微 
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分 方程 往往 是 一 些 物理 规律 的 数学 表示 形式 ， 定 解 条 件 就 是 某 种 物理 现象 存在 的 
条 件 , 定 解 条 件 的 获得 往往 需要 通过 测量 或 数值 计算 得 到 , 它 很 可 能 是 带 有 某 种 误 
差 的 . 如 果 初 始 条 件 的 微小 误差 会 引起 解 的 很 大 改变 ,那么 ,即使 我 们 知道 了 问题 
的 解 是 存在 唯一 的 ， 甚 至 已 经 用 某 些 方法 得 到 了 这 个 解 ,仍然 很 难说 这 个 解 能 真实 
地 反映 所 考察 的 物理 现象 . 

以 上 的 事实 促使 我 们 引入 稳定 性 的 概念 . 如 果 一 个 偏 微分 方程 (组 ), 它 的 某 个 
定 解 问题 存在 唯一 的 解 , 而 且 在 定 解 条 件 中 原始 资料 变化 微小 时 , 解 也 仅 作 微小 的 
变化 ， 这 时 我 们 称 该 定 解 问题 为 稳定 的 . 

可 是 以 上 关于 稳定 性 概念 的 说 明 还 不 能 作为 一 个 数学 定义 ,因为 什么 是 “微小 
的 变化 ”并 未 确切 地 加 以 定义 .以 下 我 们 对 此 作 进 一 步 的 说 明 . 

假设 出 现在 定 解 条 件 中 的 原始 资料 为 函数 w, 它 可 能 为 一 个 函数 ， 也 可 能 为 几 
个 函数 . 我 们 将 它 看 成 某 个 函数 空间 $6 中 的 元 素 , 定 解 问题 的 解 4 也 可 看 成 另 一 个 
函数 空间 U 中 的 元 素 , 则 从 yp 求 得 % 就 是 空间 $ 到 空间 UV 的 一 个 映射 . 今 如 果 我 
们 在 空间 $ 与 空间 UV 中 分 别 规定 了 某 种 拓扑 结构 ， 如 果 按 这 样 的 拓扑 结构 映射 人 
是 连续 的 , 就 称 原 定 解 问题 是 稳定 的 . 此 时 , 车 有 序列 pw, 使 pn 一 P, T(pn) = un， 
T(p) = %, 则 必 有 un 一. 

由 此 可 见 , 稳定 性 的 概念 依赖 于 原始 资料 空间 6 和 解 空 间 U 中 拓扑 的 选择 ， 
怎样 的 选择 是 恰当 的 ， 要 视 具 体 问题 而 定 ， 不 能 一 概 而 论 . 在 许多 定 解 问题 的 讨论 
中 , 常 取 6, 7 为 连续 函数 空间 C0, 函数 本 身 及 其 直至 阶 导数 都 是 连续 的 函数 空 
间 C*, Sobolev 空间 H* 等 .前 面 我 们 指出 Laplace 方程 Cauchy 问题 的 不 稳定 性 
时 ， 就 是 将 5 与 U 都 视 为 C? 空间 来 讨论 的 . 

在 一 般 情 形 下 ， 我 们 总 认为 偏 微分 方程 (组 ) 的 合理 的 定 解 问题 应 当 满 足 解 的 
存在 性 、 唯 一 性 、 稳 定性 三 个 要 求 ， 并 将 存在 性 、 唯 一 性 、 稳 定性 统称 为 定 解 问题 
的 适 定性 . Hadamard 的 例子 说 明 虽 然 Laplace 方程 的 Cauchy 问题 有 存在 性 、 唯 
一 性 ， 但 仍然 是 不 适 定 的 . 


习 题 


1. 试 直 接 对 高 阶 方程 的 情形 ， 写 出 并 证 明 Holmgren 定理 . 
2. 给 出 n 个 空间 变量 的 波动 方程 
Ou ~ O22 oe 
a8 i=1 Ox? BE 
作 它 过 空间 一 点 (a，0,…, 0) 的 特征 锥 Ka。 (t 一 4)? 一 ?1 7? = 0, Ka 截 t 二 0 平面 得 
So: t= 二 0, > 22 < 2, 试用 Holmgren 定理 证 明 . 若 在 S。 上 给 定 了 v 与 ui 的 值 ， 则 在 Sa 
与 Ka。 所 围 成 的 区 域 中 的 二 次 连续 可 微 解 是 唯一 的 . 


82.4 基本 解 .87 


3. 若 方程 组 (3.11) 具有 常 系数 ， 又 ciz1 + cazz 十 … 十 cnzn = 0 为 非特 征 平面 ， 则 若 
(3.11) 的 解 v 在 该 平面 一 侧 等 于 零 ， 则 v 必 在 全 空间 R" 中 恒 等 于 零 ， 
4. 试 证 明 对 于 常 系数 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


若 其 特征 方程 
det | Akj 一 A6xj| 一 0 


有 一 个 复 根 ， 那 么 初始 条 件 给 在 t= 0 上 的 Cauchy 问题 不 适 定 . 


82.4 基本 解 


1. 基本 解 的 概念 


正如 序言 中 所 说 , 基本 解 方法 是 偏 微分 方程 理论 中 常用 的 一 种 方法 , 其 主要 想 
法 为 ， 对 于 给 定 的 偏 微分 方程 ， 先 寻找 它 的 一 类 具 特 定形 式 的 ， 且 一 般 是 带 有 奇 性 
的 解 ， 然后 再 将 这 种 解 加 以 倒 加 ， 以 得 到 所 需要 的 定 解 问题 的 解 , 由 于 广义 函数 理 
论 的 建立 , 我 们 就 可 以 利用 广义 函数 理论 给 出 基本 解 的 严格 定义 . 以 常 系数 微分 方 
程 为 例 ， 设 已 知 R" 中 一 个 m 阶 常 系数 微分 方程 


P(O)u= >》 aa0°wu =0, (4.1) 


|al<m 
如 果 能 够 找到 一 个 广义 函数 Be 9'(R"), 使 

P(O)E=5 (4.2) 
成 立 ， 则 称 EE 为 微分 方程 (4.1) 的 基本 解 , 或 微分 算 子 P(6) 的 基本 解 

如 果 已 经 知道 了 方程 (4.1) 的 基本 解 E, 那么 ， 对 于 一 般 的 非 齐 次 方程 

P(O)u=}, (4.3) 
往往 可 以 通过 卷 积 方法 来 得 到 它 的 解 . 例如， 如 果 已 与 了 可 以 作 卷 积 ， 则 由 第 1 
章 所 述 的 关于 卷 积 的 性 质 知 

P(O)(E*f)=(P(O)E)*f=6*f=}, (4.4) 


从 而 马 * 了 就 是 (4.3) 的 解 . 

如 果 巨 与 了 的 卷 积 不 存在 ， 则 对 任 一 相对 紧 区 域 2( 即 8 为 紧 集 ), 可 作 一 个 
C%(R") 函数 5, 使 5 在 2 上 恒 等 于 1. 于 是 Cf 有 意义 , 且 6j/ 在 2 上 与 了 相等， 
作 忆 *4f, 它 满足 

P(O)(EB*¢f)= 61, 
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就 是 说 ， 局 限 在 9 上 来 看 ， 巨 * Cf 满足 (4.3) 式 ， 即 在 局 部 的 意义 上 得 到 了 (4.3) 
的 解 . 

所 以 , 基本 解 在 偏 微分 方程 理论 中 起 着 重要 的 作用 , 可 以 用 它 来 构造 其 他 解 ， 
也 可 以 用 它 来 讨论 解 的 性 质 . 

我 们 还 得 注意 的 是 ， 一 个 微分 方程 的 基本 解 可 能 是 很 多 的 . 例如， 如 果 已 是 
(4.2) 的 解 ， 而 玉 是 (4.1) 的 任意 解 ， 则 容易 得 到 


P(O)(E+F)= P(O)E+P(OF=65+0=56. 


所 以 +f 也 是 (4.1) 的 基本 解 . 
例 4.1 在 第 1 章 81.2 中 曾 指出 Heaviside 函数 玉 (z) 满足 
aH 
6 (4.5) 
所 以 H(z) 是 方程 借 = 0 的 基本 解 
例 4.2 求 方程 
了 十 ay 三 0 (4.6) 
的 基本 解 ， 其 中 a 为 常数 . 
我 们 要 求 方程 
dy 5 
a 
的 解 ， 为 此 在 两 边 乘 以 ez, 得 到 
所 (yers) = eol (4.7) 


由 于 对 任 一 C2 (BR") 中 的 函数 p(z) 有 
(e™6, p(2)) = (6,e (7)) = ep(z)|, 0 
= 9(0) = (6, p(2)), 
所 以 eaz6 = 6. 于 是 (4.7) 化 为 
(ver) =6. 
由 例 1.1 知 可 以 取 ye"z = 五 (z), 从 而 
y = eH(z) (4.8) 


就 是 所 求 的 基本 解 . 
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例 4.3 考察 R" 中 方程 


Ou 
人 一 0 (4.9) 
的 基本 解 
由 定义 ， 若 U0 为 基本 解 ， 则 它 满足 pr 6, 从 而 对 任 一 p € CF%(R") 
有 


. i 2 0 本 
O00 0=(C 人 Sd 


故 若 取 7 为 
1 0, .…., zn > 0， 
ES (4.10) 
0， 其余， 


则 
‘6, 网 轩 (人 Gy. 5) 六 (Be p) 
所 以 U 为 所 求 之 基本 解 . 
2. 偏 微 分 方程 的 基本 解 


以 下 我 们 介绍 几 个 用 Fourier 变换 来 求 得 几 个 常见 的 偏 微分 方程 基本 解 的 例 


子 . 
例 4.4 ”Cauchy-Riemann 方程 为 
oT .67 _ 
两 边 求 关于 y 的 Fourier 变换 ， 记 为 四 = 全, 得 
wy 、 芝 
= nT = 6(7). 


由 例 1.2 知 ， 它 的 解 为 


信 


T=e”H(z)+C(ne". 


为 了 求 Py![ 风 ,必须 要 求人 关于 nn 是 .9' 广义 函数 .但 上 式 右边 在 x > 0 时 7 一 +oo 
(或 z <0 时 7 一 一 00), 故 可 能 出 现 按 ez 速度 增长 的 项 ， 为 此 ， 我们 取 


ds 7> 0， 
CU) = 
0， 7 < 0. 


于 是 有 
一 瓦 (一 Z)e77 ， 7 > 0， 
加 H(z)e”®, 7 < 0. 
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0 十 oo 
T(z, y) = Bo / ernan HC-) 上 elT+iy)n dy 
一 oo 0 
1 1 


”2 7 二 7 
以 下 验证 元 ， oi 确实 是 Cauchy-Riemann 算 子 的 基本 解 . 事实 上 ， 取 
(zy) e C>(R2), 则 %(z,y) 的 支 集 含 于 某 个 圆 {r < 4} 中 . 于 是 
全 
ea + 
= 人 " 个 ei (B+ 2 再 i ”) rdrd0 
0 r0 
呈 2 1 Oe i Ov 
宇 人 广 G:F Br + 娟 ) rdrd0 
= — 27y(0). 
、 0O .0 1 bd 
所 以 ( (在 + 沪 】 (去 pr = 的 27 Ziy. 
例 4.5 ”热传导 方程 的 基本 解 . 考虑 
元 一 2 = 6(t, 2), (4.13) 
两 边 作 关于 x 的 Fourier 变换 ， 得 
9 + a2é2T = 6(t) 


由 例 1.2 知 ， 它 的 解 为 
T= eetH(t). 


再 求 工 关于 & 的 Fourier 逆 变 换 ， 由 于 e-o 8t 的 Fourier 道 变换 为 | 站 
2avrt 
所 以 热传导 方程 的 基本 解 是 


T(z, t) = rr (4.14) 


1 
2aVTt 
例 4.6 ”调和 方程 的 基本 解 . 先 考虑 二 维 Laplace 方程 ， 即 求 王 , 使 其 满足 


AE =56. (4.15) 
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下 面 我 们 不 利用 Fourier 变换 , 而 直接 利用 基本 解 的 定义 来 求 得 它 . 由 于 Laplace 
算 子 与 6 函数 在 平面 坐标 的 旋转 变换 下 形式 不 变 ， 所 以 我 们 求 只 依赖 于 向 径 ” 的 
基本 解 ， 并 希望 已 是 "的 局 部 可 积 函 数 ， 在 极 坐 标 系 (", 9) 中 ， 人 算 子 的 形式 为 


Sg. A 
Or? r Or rr? 0602 


对 于 任 一 C>% 函数 w, 记 
1 27 
rmD= 志 上 ec gd 


它 表示 2%(, 0) 在 半径 为 7 的 圆周 上 的 平均 .显然 ，Z(r) 与 0 无关， 且 7 充分 大 时 
Pr) =0. 又 


二 0 10V1 1 和 
AF = ( 训 +i 议 ) 去 上 | pl7, 0)d0 


r2 
1 /2*/08 190 
-去 | ( 产 + 闻 ) vn0)e 


TT 
1 2162 10 1 
=- 去 上 ( 赤 + 培 + 让 源 )oo 904 


如 果 互 是 一 个 仅 依 赖 于 ” 的 局 部 可 积 函 数 ， 则 
(AB,0) = (BAp) = 人 BApdz 
= 27 [ E(r)Ayprdr 
0 
oo 2 
= 2r E(7) (大 十 3 Prdr 
= 2 Bln) ("7) dr 
= 27 { [Byrn 一 人 B'(r)r fpr)dr | 
dr” 6 6 dr . 


如 果 E(r) 在 原点 的 奇 性 低 于 一 阶 ， 则 括号 内 第 一 项 为 零 又 车 E'(r)r = 亏 , 则 括 
号 内 第 二 项 化 成 


1 2 下 1 
-于 人 ("dr = 27 50) = 元 9(0)， 


这 正 说 明 
(AE, yp) = yp(0) = (6, 9). 
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因此 ， 为 求 得 轧 只 需 解 r 术 (r) = 二, 从 而 得 到 
E(7r) = 元 log7. (4.16) 
它 在 原点 处 的 奇 性 确实 低 于 一 阶 ， 所 以 (4.16) 就 是 二 维 Laplace 算 子 的 基本 解 . 
类 似 地 可 以 推 得 n > 2 时 ， Laplace 方程 的 基本 解 为 
1 1 
(一 2)w 1 rr-2 
其 中 wn_1 表示 n 一 1 维 单位 球面 的 面积 . 


例 4.7 常 系数 椭圆 算 子 的 基本 解 . 设 P(D) 为 D1,…, Dn 的 常 系数 多 项 式 ， 
考察 椭圆 算 子 P(D) 的 基本 解 . 若 为 


二 (4.17) 


P(D)u=56 (4.18) 
的 解 ， 在 等 式 两 边关 于 z 作 Fourier 变换 ， 可 得 

了 (SLS) = | 
(4.18) 的 解 可 以 形式 地 通过 除法 与 Fourier 逆 变 换 写 出 


u(7X) 一 有 
四 = 上 Le (4.19) 
但 由 于 P(E) 有 零点 存在 ， 故 这 样 的 写法 不 合适 . 为 此 , 我 们 首先 得 设法 把 P(6) 的 
零点 集 除去 ， 据 P(D) 为 椭圆 算 子 的 性 质 知 ， P(D) 的 主 部 Ba(D) 所 对 应 的 多 项 
式 Pu(6) 仅 以 原点 为 其 实 零点 ， 从 而 P(6) 的 实 零点 集 含 于 Re 的 一 个 紧 集中 . 事 
实 上 ， 在 球面 || = 1 上 ，|Pu(6)| > 5 > 0, 故 由 齐 次 性 知 


IPn(é)|20)él", VvéenRe. 
另 一 方面 ，| 引 > 1 时，|P(6) -Pn(&)| < CI .从 而 若 P(&) = 0, 则 有 
a A ed 


于 是 |< 全, 这 说 明 P(E) 的 零点 与 原点 之 距离 不 超过 p = 1 + 5 


现在 作 X(6) < C%(R?), 使 当 |t| < p 时 x(§)==0,1|6|>p > 时 xX(G) 三 1 并 
由 此 作出 


v(z) = F-! | 渤 | . (4.20) 
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因为 在 P(6) 的 零点 邻 域 中 X(6) = 0, 故 v(x) 有 意义 ， 而 且 


P(D)v(z) = 下 [P(E)F [lv(2)]] 
= 和 [x(é)] 
= 6(7) — h(z), (4.21) 


这 里 h(x) 是 1 一 X(6) 的 Fourier 逆 变 换 . 由 于 1 一 x(#) e C>(R2), 所 以 h(z) 是 C” 
函数 .满足 (4.21) 式 的 v(z) 与 P(D) 的 基本 解 还 相差 一 点 ， 它 经 微分 算 子 作用 后 
所 得 到 的 分 布 与 6(z) 相差 一 个 C% 函数 ， 称 v(z) 为 拟 基本 解 . 为 了 最 终 得 到 基本 
解 ， 可 以 求 方程 

P(D)w=h (4.22) 


的 解 . 注意 到 h(z) 还 是 个 解析 函数 ， 根 据 Cauchy-Kowalevskaya 定理 知 ， 这 个 方 
程 存 在 Ce 解 w, 于 是 w= wv 十 w 就 是 算 子 P(D) 的 基本 解 . 

一 般 的 常 系数 偏 微分 算 子 基本 解 的 存在 定理 已 被 Malgrange, Hirmander 等 人 
得 到 ， 读 者 可 参看 参考 文献 [9], [17] 等 . 


3， Cauchy 问题 的 基本 解 


为 了 将 基本 解 方法 应 用 于 偏 微分 方程 Cauchy 问题 的 求解 ， 我 们 介绍 Cauchy 
问题 基本 解 的 概念 . 如 在 上 半 平 面 考虑 常 系数 偏 微分 方程 Cauchy 问题 


Ou DO 
ep C3 下 (4.23) 


u(0, 7£) = uo(7), (4.24) 


这 里 uo(x) 可 以 是 一 个 广义 函数 . 希望 求 得 的 Cauchy 问题 的 解 和 是 C:(2Z'(?)) 中 
的 元 素 ， 即 对 于 每 个 te R', u(t -) 为 9'(R?) 中 元 素 ， 且 这 样 的 映射 R! 一 9'(R?) 
是 连续 的 . w(t,*) 当 t=0 时 取 值 为 uo(z). 

我 们 称 方程 (4.23) 满足 初始 条 件 v(0,z) = 5(z) 的 解 为 Cauchy 问题 的 基本 
解 . 与 方程 的 基本 解 作用 一 样 ， 如 果 知 道 了 Cauchy 问题 的 基本 解 是 E(t,z), 那么 
Cauchy 问题 (4.23), (4.24) 的 解 就 是 


u(t, x) = E(t, 2) * uo(7). (4.25) 


以 上 卷 积 是 将 E(t, z) 与 uo(z) 均 视 为 2 (REz) 广义 函数 来 作出 的 ， 当 然 我 们 得 假 
定 这 个 卷 积存 在 . 
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直接 验证 即 知 (4.25) 满足 (4.23), (4.24). 事实 上 
(和 _P (&)) 人 ( 况 - P 的) (E(t, zwao(a) 
|( 品 _P 的 ) E(t, 相 


一 0*?uo(Z) = 0, 


&(0,z) = E(0, x) * uo(x) = (2) * uo(7X) = uo(7). 
例 4.8 ”热传导 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 . 
考察 Cauchy 问题 


a? Be 五 (0,z) = 6(zZ)， 


(4.26) 
在 (4.26) 两 式 的 两 边 均 作 关于 z 的 Fourier 变换 ， 得 到 
二 
它 的 解 是 
F(t, €) =e 1 
求 其 道 变 换 ， 即 得 热传导 方程 Cauchy 问题 基本 解 为 
es 
E(t, z) = pp (4.27) 
我 们 指出 ，(4.27) 与 热传导 方程 的 基本 解 (4.14) 仅 差 一 个 因子 H(t). 
例 4.9 三维 波动 方程 Cauchy 问题 基本 解 . 
考察 如 下 的 Cauchy 问题 : 
BE /YE OE OE 
Be (天 dT 3) 
El:0 = 0, (4.28) 
9 


= 6(7X1, X22, X3), 
t=0 


ot 


称 五 为 三 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 ， 将 这 些 等 式 关 于 变量 zi, za, zs 进行 
Fourier 变换 ， 得 到 


五 和 
Hi + (st+s2+s3)E=0, 


82.4 基本 解 


这 个 问题 的 解 是 
~ sinapt Vs 十 号 十 中 
瓦 三 一 一 = = 5 
人 p=|s| sf 十 82 十 54 
今 求 其 Fourier 道 变 换 .: 
1 
E(t, 21, 22, 73) = 让 eilslz71+sz72 二 5373)0ds10s2ds3 
(2n)3 JRs ap 


Ne 1 sinapt io. 
-Bh hs tip 
在 球面 上 以 z 方向 为 北极 方向 建立 球面 坐标 (9, wp), 则 


s :X= prceosb, r=|zX|= 2? + 722+ 73, 
dw = sin Od0dy. 


从 而 有 


1 co 27 wy ， a 
E(t, 7x1, T2, 73) = Cn) | / 人 全 人 ereooosingdbgdpdp 
| OO 


到 。 zor cosO  ,,: 
C7)aa 人 sin apt ( 人 e meingdg】 dap 


1 OO 
Te ) 2sin apt : sin prdp 


A 
= li = 加 
47207r 42oo 站 [cosp(r — at) — cosp(r 十 ob]ap 


Ti = A(r—at) sinA(r+ . 


~ An2ar A—o0 r—at r++at 


根据 第 1 章 例 2.5 知 ， 当 一 00 时 二 只 收敛 于 5(z). 因此 ， 


化 


放生 [6(r 一 at) = 6(7 十 at)] 


由 于 7 十 at 恒 大 于 零 ， 故 (7 + at) 恒 为 零 . 所 以 最 终 得 


E(t, x1, 22, 73) = 


1 
re — at). 
利用 (4.29) 可 以 求 三 维 波动 方程 Cauchy 问题 

ob2 Ox? Dz 0z3/ 
ulio = 0， 

Ou 
ot 


E(t, 31, 722, 23) = 


p(T1 , 2， ZX3) 
t=0 


(4.29) 
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的 解 ， 它 的 解 就 是 Ne Ee (4.30) 


为 写 出 其 具体 的 表达 式 ， 引 入 记号 
,= 云 / oP(€) sin dodp, 
以 此 表示 函数 9 在 球面 |z -| = ”> 上 的 平均 值 ， 于 是 得 到 
jz 一 引 一 办 

Re 4ra .12 一 《| 


=- ye 
| zr (7 ob): dr [pl :7 


ult, 2) = Pp(é) dé 


= 用 6(7 一 air [po dr 
0 
一 at [plor = t [plos. 
以 上 推导 过 程 中 积分 均 应 理解 为 广义 函数 对 基本 函数 的 作用 . 


4. 基本 解 在 解 的 正则 性 研究 中 的 应 用 * 


基本 解 用 于 偏 微分 方程 解 的 构造 外 , 还 可 用 于 解 的 定性 研究 ,下 面 我 们 介绍 一 
个 有 关 解 的 正则 性 的 定理 . 

定义 4.1 设 忆 是 定义 在 9 上 的 一 个 线性 偏 微分 算 子 ， 如 果 对 2 中 任 一 开 
集 U, 只 要 Pu 在 U 上 为 C”% 函数 ， 则 % 在 UV 上 也 是 Ce 函数 ， 此 时 称 已 是 亚 
椭圆 算 子 . - 

定理 4.1 设 P 为 一 个 常 系数 偏 微分 算 子 . 它 的 基本 解 忆 在 R"\{0} 中 为 C” 
函数 ， 那 么 已 在 R" 上 必 为 亚 椭圆 算 子 . 

证 明 设 2 为 R" 中 任意 开 集 ，ve 9Z'(R"), Pu= ,在 8 中 fe0”, 今 要 
指出 在 2 中 也 是 C” 函数 . 为 此 我 们 只 需 证 明 ， 对 任意 zo e 人 ,%v 在 zo 点 邻 域 
中 为 C™. 令 82' 满足 zo e 82' ccC 0, 作 函 数 ge C>(0), 使 g 在 0' 上 恒 为 1. 考 
察 gu 是 否 为 C" 函数 . 

利用 求 导数 的 Lebnitz 公式 ， 可 得 


P(gu) = gPu+v, (4.31) 


其 中 v 的 支 集 有 界 ， 且 在 2' 中 v=0, 叉 gPu = gf 是 一 个 C> (1) 函数 . 
在 (4.31) 两 边 用 算 子 P 的 基本 解 E 作 卷 积 ， 则 


Ex*P(gu)=Ex*(gf )+Ex*wv. (4.32) 
根据 卷 积 的 性 质 知 


Ex*P(gu)= P(E)*gu=6*gu= gu. (4.33) 


8$2.4 基本 解 :97: 
ES 
由 于 瑟 * 9j 为 Ce 函数 ， 于 是 只 需 分 析 媚 * v 的 性 质 . 

取 e 小 于 zo 与 982' 之 距离 ， 作 函数 Ce C%(B。), 并 在 Bs 中 为 1, 则 


Ex*v= (CeE)*v+ (1—C)E*wv. (4.34) 


注意 到 书 的 奇 性 只 可 能 在 原点 ,， 故 (1 一 Ce)B e C~(R"), 而 v 的 支 集 是 有 界 的 ， 所 
以 (1 一 C)EBxv 为 CO” 函数 . 
由 第 1 章 81.2 知 (6eB) * v 也 是 一 具有 有 界 支 集 的 广义 函数 ， 且 


supp(CeE) * VC supple BE + suppy, (4.35) 


右边 的 + 号 表示 第 一 个 集合 中 的 点 与 第 二 个 集合 中 的 点 作 向 量 和 构成 的 集合 ， 由 
于 vw 在 人 中 为 0, 所 以 Cxv 在 以 中 为 零 , 这 里 2 表示 0 中 与 边界 99/ 之 距 
离 不 小 于 。 的 点 构成 之 集合 . 

综合 对 (4.34) 式 右 喘 两 项 的 分 析 , 得 到 已 su 在 人 7 中 为 Cee 函数 , 代入 (4.32)， 
并 利用 (4.33), 知 gu 在 们 中 为 Cee 函数 ， 从 而 v 也 如 此 ， 故 在 zo 领域 中 为 
Cm 函数 ， 但 由 于 z 为 2 中 任 一 内 点 ， 所 以 4 在 9 中 为 Cee 函数 ， 证 毕 . 

定理 4.1 之 道 也 是 对 的 , 即 对 于 一 个 亚 椭圆 算 子 P, 它 的 基本 解 必 在 R"\{0} 上 
为 C~ 函数 . 事实 上 , 设 马 为 P 的 基本 解 , 则 PB = 5, 右 庙 ;函数 的 支 集 为 {0}， 
它 在 R"\ {0} 中 均 为 零 ， 故 为 C~ 函数 .于是 由 亚 椭圆 性 的 定义 知 ， 瑟 在 R"\{0} 
上 是 Ce” 函数 . 

将 定理 4.1 应 用 于 前 面 讨论 过 的 几 类 方程 即 可 知道 ， Cauchy-Riemann 算 子 
贡 + 访 ， 算 子 吕 -02 ,调和 算 子 A 都 必 亚 机 加 算 子 ， 而 相应 于 这 些 算 子 的 刘 
次 方程 的 解 都 是 Cee 函数 


习 题 
OE ,OF 
1. 求 nn 个 自 变量 z= (zx1, x2,…,zn) 的 热传导 方程 到 =? > ， Bi 的 基本 解 . 
学 ? 
2. 求 + 党 + cu = 6(z,y) 的 基本 解 
3. 证 明 R” 中 重 调和 算 子 A” 的 基本 解 为 
二 Cn nr2m logr, 2m 一 n > 0, 且 为 偶数 ， 
Ch 其 他 情形 ， 


其 中 Cian 是 仅 与 m,nN 有 关 的 常数 . 
4 着 A 为 n 维 空间 的 Laplace 算 子 , 试 求 1 一人 的 基本 解 ， 并 问 了 一 人 是 否 是 亚 椭圆 算 
了 
Ou 


5. 求 方程 全 一 5 = 6(t,z) 的 基本 解 ， 并 导出 D'Alembert 公式 . 
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本 章 研究 线性 椭圆 型 方程 边 值 问题 , 包括 边 值 问题 的 可 解 性 , 解 的 正则 性 等 . 
主要 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 的 情形 ， 在 83.5 将 对 高 阶 方程 的 情形 作 简 略 的 讨论 . 


33.1 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 广义 解 


1.、Dirichlet 问题 的 广义 解 


设 2 为 R" 的 有 界 区 域 ， 具 有 光滑 的 边界 . 我 们 在 9 上 讨论 如 下 形式 的 椭圆 
型 方程 的 边 值 问题 : 


| Lu = > aij(Z) 二 一 一 一 元 + Do bi( z)u=, (1.1) 


i,j=1 


式 中 gi; 、 bi; 、 ec 为 变量 z = (zi……,zn) 的 Ce(0) 实 函 数 (这 个 要 求 一 般 可 以 
减弱 ， 但 为 叙述 简单 起 见 ， 我 们 一 般 在 这 样 的 假定 下 进行 讨论 )， 系 数 a;; 还 满足 
Qi = Qji 以 及 椭圆 性 条 件 


nn 


SC > a &, 《0， (1.3) 
7 一 1 ?一 1 
式 中 a 是 一 个 与 z 无 关 的 正常 数 . 条 件 (1.2) 称 为 齐 次 Dirichlet 条 件 . 边 值 问题 
(1.1), (1.2) 称 为 Dirichlet 边 值 问题 . 

在 偏 微分 方程 的 经 典 理论 中 ， 问 题 (1.1), (1.2) 的 解 必须 在 C2(2) n C0(O) 中 
寻找 ,引进 广义 函数 空间 的 工具 以 后 , 我们 就 可 以 将 这 一 要 求 降低 . 然而 在 怎样 的 
广义 函数 空间 中 来 讨论 问题 (1.1), (1.2) 较为 合适 呢 ? 让 我 们 先 来 看 一 个 例子 . 

考察 一 平面 区 域 2 上 具有 固定 边界 的 薄膜 平衡 问题 ， 它 可 归结 为 求 泛 函 


Jlul = a BE 十 他 ) 一 oj| dzxdy (1.4) 
的 极 小 值 . 泛 函 (1.4) 的 物理 意义 就 是 薄膜 所 具有 的 能 量 . 容易 证 明 , 在 边界 902 上 


取 零 值 的 C2(2) nC1(f) 函数 类 中 J[u] 取 极 小 值 的 问题 与 Poisson 方程 -Au= / 
的 齐 次 Dirichlet 问题 的 求解 是 等 价 的 . 事实 上 , 设 久 是 使 J[lu] 取 极 小 值 的 元 素 ， 
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则 对 任 一 PEe C%(0)， 


(I + ewp]) a =0. (1.5) 
从 而 得 
» (uzpz + Uypy — fp)drdy = 0， vp € Ce (0), (1.6) 
或 
| Do a ev (1.7) 
0 
由 CF8(9) 在 到 (2) 中 的 稠密 性 ， 即 可 推出 
—Au=f. (1.8) 


反之 , 着 veC 0)nC (0O) 满足 (1.7) 与 边界 条 件 vleo = 0, 那么 ， 对 任 一 在 边 
界 上 取 零 值 的 C?(8)nC (8) 的 函数 w， 


E2 
Jlu t+ep] = Juw] 十 ef (Urpr + Uypy 一 fp)drdy+ a (22 十 py )drdy. 


利用 分 部 积分 法 ， 易 知 (1.6) 成 立 ， 所 以 
Jlu t+ ep] > Jlul. 


这 就 说 明 J[u] 取 极 小 值 . 

由 于 在 J[lu] 的 表达 式 中 仅 出 现 函 数 及 其 一 阶 偏 导数 平方 的 积分 ， 而 且 有 例 
子 说 明 局 限于 C2(Q)nC1(8) 且 边 界 值 为 零 的 函数 类 上 寻求 J[lu] 的 极 小 值 时 , 不 一 
定 能 找到 使 泛 函 达到 极 小 的 元 素 . 于 是 , 扩大 J[u] 中 函数 v 的 变动 范围 , 在 Hi(f) 
中 考虑 J[lu] 的 极 值 是 很 自然 的 . 基于 前 面 所 述 的 求 泛 函 Jlu] 的 极 值 与 求 Poisson 
方程 Dirichlet 问题 解 的 等 价 性 ， 我 们 可 认为 在 而 (2) 中 使 泛 函 Jlu] 取 极 小 值 的 
元 素 是 上 述 Dirichlet 问题 按 广义 意义 的 解 . 

注意 到 当 ve (8) 时 ， 从 (1.6) 到 (1.7) 正 是 广义 函数 的 求 导 运算 ， 所 以 若 
4 是 到 (8) 中 使 J[w] 取 极 小 值 的 元 素 ， 它 必 按 广义 函数 的 意义 满足 方程 (1.8), 而 
且 由 迹 定理 知 ，% 在 边界 50 上 的 迹 为 零 . 

这 个 例子 启示 我 们 ， 在 Sobolev 空间 1(1) 中 讨论 问题 (1.1), (1.2) 是 较 合适 
的 . 此 时 , 若 为 问题 (1.1), (1.2) 的 解 , 则 表示 按 广义 函数 意义 (1.1) 成 立 ，(1.2) 式 
也 应 当 理 解 为 广义 函数 在 边界 098? 上 的 迹 为 零 , 昌 边 界 条 件 (1.2) 可 以 用 ve Hi(0) 
表示 . 又 当 we€ H1(P) 时 ，Lu eH-1(0), 所 以 问题 (1.1), (1.2) 的 合适 提 法 是 ， 对 
于 f € 有 (0), 寻求 而 (2) 函数 使 它 按 广义 函数 的 意义 满足 (1.1). 这 种 解 也 
称 为 广义 解 . 
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与 偏 微分 方程 的 经 典 理论 相仿 ， 在 偏 微分 方程 的 近代 理论 中 解 的 存在 性 和 了 叭 
一 性 都 是 需要 研究 的 最 基本 问题 . 另 一 个 基本 问题 是 解 的 正则 性 问题 , 即 在 某 些 附 
加 条 件 下 ， 如 (1.1) 中 函数 /具有 较 高 的 正则 性 时 ， 解 将 有 怎样 的 正则 性 ?例如 ， 
若 f 属于 某 Sobolev 空间 五 ": (2) 时 ，w 属于 怎样 的 空间 五 "?(2)? 利用 第 1 章 
中 证 明 的 嵌入 定理 可 知 , 车 ue "(人 2), 而 m2 > 了 +2 时， 以 就 具有 二 阶 连续 偏 
导数 ,这 时 广义 解 就 可 以 是 古典 解 . 所 以 , 关于 解 的 正则 性 的 研究 就 可 用 来 证 实 
广义 解 确实 就 是 古典 解 ， 当 然 关 于 正则 性 的 研究 还 有 独立 的 意义 . 

边界 条 件 (1.2) 还 可 以 改 成 非 齐 次 的 ， 即 


uleo =9 (1.9) 


的 形式 ,这 里 9 是 在 边界 90 上 给 定 的 一 个 函数 . 这 个 问题 的 一 种 处 理 方 法 是 将 它 
化 成 具有 齐 次 边界 条 件 的 问题 . 若 在 边界 90 上 定义 的 函数 9 e H3(80), 则 由 定 
理 5.11 知 ，9 可 以 延 拓 成 为 H1() 函数 ， 并 且 仍 以 9 记 之 . 于 是 元 =v 一 9 就 将 
满足 
| Liu=/f— Ly, (1.10) 
了 ao = 0. (1.11) 
由 于 ff-Lg eH-1(0), 所 以 它 就 是 前 面 所 述 的 问题 (1.1), (1.2) 的 情形 . 这 里 需要 
注意 的 是 ， 五 1(0) 函数 在 边界 上 的 迹 属 于 五 3(80). 所 以 为 了 使 定义 在 82 上 的 
函数 9 延 拓 成 一 个 及!(0) 函数 ， 必 须 有 9g e H3(60). 
2. 第 二 、 第 三 边 值 问题 的 广义 解 
现在 讨论 方程 (1.2) 的 Neumann 问题 ， 这 时 边界 条 件 应 当 改 为 


Ou 
Ov | sp 


=0 (1.12) 
0 


ju 
= Qij (2) cos(n, zi) 5 
J 


?7 一 1 


如 果 限 定 在 有 1(0) 中 讨论 (1.1), (1.12) 的 解 ， 仅 按照 ue HH!(0) 的 条 件 ， 无 法 同 
对 号 | 以 确切 的 意义 ， 所 以 我 们 得 利用 Green 公式 将 问题 的 提 法 作 些 改变 . 
Vlagn 
车 wu EH2(8), v EH1(1), 则 利用 Green 公式 可 得 


(Lwin = ew (0) (1.13) 
Ov L2(00) 
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式 中 a(w, v) 是 u,v 的 一 个 双 线 性 形式 ， 即 
Du 07 Oai; Ou 有 
a(u, v) i Bp 0 Dp Ba 3 (= -> 和 ee 加 dz. (1.14) 


i,j=1 


因此 ， 当 wv 满足 (1.1) 式 时 ， 可 得 
(—J, V)L2(0) = al J) 过 (% ') 二 (1.15) 


如 果 尽 又 满足 边界 条 件 (1.11), 则 有 
a(v, 9) = —(f, raz(o)， (1.16) 


反之 , 如果 we€ H2(0), 且 对 任 一 ve H1(0) 满足 (1.16) 式 , 则 道 此 过 程 可 以 推 得 ~ 
满足 方程 (1.1) 以 及 边界 条 件 (1.12). 注意 到 在 (1.16) 式 中 仅 出 现 v 的 一 阶 广义 导 
数 ， 当 we 五 1(2) 时 , 说 到 (1.14) 式 成 立 与 否 是 有 意义 的 . 于 是 ,如 果 ee H1(0)， 
且 对 于 任 一 五 !(2) 函数 v, (1.16) 式 成 立 ,就 称 以 是 Neumann 问题 (1.1)， (1.11) 的 
广义 解 . 

注意 到 当 ve C%(0) 时 ， al(w， v) 三 一 (Po 可, (f, v) = (f, 可, 这 里 (:,.) 表 
示 广 义 函 数 对 于 基本 函数 空间 中 的 元 素 的 作用 . 于是， 由 (1.16) 即 可 得 出 v 按 广 
义 函 数 意义 满足 (1.1), 而 边界 条 件 (1.2) 已 被 蕴含 在 v 可 以 在 比 C>(0) 更 大 的 空 
间 及 "(0) 中 变动 这 一 陈述 之 中 . 读者 可 以 自行 证 明 ， 当 ve H2(0) 时 ， Neumann 
问题 (1.1), (1.2) 的 广义 解 按 广义 函数 迹 的 意义 满足 边界 条 件 (1.12). 

对 于 第 三 边 值 问题 在 广义 函数 框架 中 的 氢 述 可 相仿 地 给 出 . 如 果 讨 论 方程 (1.1) 
在 边界 82 上 取 边 界 条 件 为 

(部 十 ou ee 一 0 (1.17) 


的 第 三 边 值 问题 ， 则 利用 类 似 的 推导 可 知 ， 边 值 问题 (1.1), (1.17) 的 解 v 应 当 定义 
为 H'(2) 中 满足 


a(u, v) 十 (au v)L2(80) = —(f, »), vv € Hi'(f) (1.18) 


的 函数 ， 且 易 知 ， 当 we 五 2?(2) 时 ， 它 就 按 迹 的 意义 满足 式 (1.17). 
顺便 指出 ， 对 于 第 一 边 值 问题 (1.1), (1.2), 也 可 以 利用 双 线 性 形式 ao(w，v) 来 
定义 解 : 若 ve Hi(0), 有 旦 满足 


at 由 =-( 放 We 有 丽 (9) (1.19) 


则 称 % 为 第 一 边 值 问题 (1.1), (1.2) 的 解 . 容易 证 明 ， 它 与 前 面 已 叙述 的 解 的 概念 
是 一 致 的 . 
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习 题 
1. 证 明 当 we C2(2n cl(R)) 时 ， 按 (1.14) 所 定义 的 广义 解 为 方程 (1.1)Neumann 问题 
的 经 典 解 . 
2. 证 明 当 w € HH?(f) 时 ， 按 (1.18) 所 定义 的 广义 解 按 迹 的 意义 满足 (1.17). 
3. 给 定 区 域 人 上 的 Poisson 方程 第 三 边 值 问题 : 


on 
其 中 o > 0. 试 给 出 适当 的 泛 函 Ju, 使 上 述 第 三 边 值 问题 的 求解 与 寻求 J[w 的 极 小 化 元 素 等 
价 . 


83.2 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 可 解 性 
1. 先 验 估计 


本 节 讨 论 二 阶 椭 贺 型 方程 Dirichlet 问题 的 可 解 性 ， 首 先 来 建立 两 个 先 验 估计 
式 ， 即 椭圆 型 方程 的 解 所 应 当 满 足 的 不 等 式 . 它 在 边 值 问题 (1.1), (1.2) 的 可 解 性 
以 及 解 的 正则 性 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 
定理 2.1(Garding 不 等 式 ) 设 0 为 R" 中 的 有 界 区 域 , 具有 光滑 的 边界 ， 
工 为 (1.1) 式 中 给 出 的 二 阶 椭圆 型 算 子 ， 则 存在 正常 数 C1, C2, 使 得 对 一 切 C> (1) 
函数 以 有 
Re(—Lu, wu)r2(09) > C1 ul 一 Ca lw (2.1) 


式 中 |u|,, |lul| 分 别 表示 % 的 Hs 范 数 与 L? 范 数 . 
证 明 利用 Green 公式 知道 ， 对 于 CY (0) 函数 以 有 


Es (2% "中 = 
Ov L2(00) 


其 中 双 线 性 形式 a(w, w) 由 (1.14) 式 给 定 . 于 是 
过 Ou OU ~ Oai; Ou 2 
a(u, u) = 上 取 iy Bp 5 > > Be ,| 关 本 五 一 c|J| dx. 


2,7=1 ?一 | 


Ou 
Oxi 


a 


和 
/> se 3 
?7 一 工 


所 以 
Re a(w,u) > allgradull? — C" llgradull lull -Cul 
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又 利用 不 等 式 2ob < ea? + = 咏 , 我 们 有 
lgradul| |lull < 227 leradull? + lull?, 
从 而 可 得 


= 和 (op 1 2 
Re(—Lu, u)rL2(0) = Rea(u, u) > 7 leradull” i 十 Cj lull , 


由 此 即 得 (2.1) 式 . 证 毕 . 
定理 2.2” 设 区 域 2 与 椭圆 算 子 过 如 前 给 定 ， 则 存在 常数 C 与 4, 使 当 
Re 和 > 4 时 ， 对 一 切 Cee(O) 函数 以 有 


| 一 Zu 十 和 Xz|| 1 过 C | ， (2.2) 


证 明 ”由 (2.1) 式 知 
Re(—Lu, u) > Ca lwla 一 Ca lu， 
故 取 4 = Co, 在 Re 和 > 4 时 ， 
Re( 一 7 十 Xu vu)2 C1 wll . 
由 人 负 指 数 Sobolev 空间 范 数 的 定义 知 
[((-Lu + Xu, 和 -Al llulh, 
由 此 即 得 (2.2) 式 . 证 毕 . 
注 “ 有 时 我 们 也 称 (2.1) 与 (2.2) 分 别 为 椭圆 型 算 子 的 第 一 、 第 二 基本 不 等 式 . 
又 通过 极限 过 程 易 知 ， 当 we 三 (2) 时 ， 这 两 个 基本 不 等 式 仍 成 立 . 
定理 2.1 与 2.2 中 所 示 的 两 个 先 验 估计 式 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 ， 即 有 如 下 
定理 . 
定理 2.3 ” 设 区 域 9 与 椭圆 型 算 子 工 如 前 给 定 ， m 为 正 整 数 ， 则 存在 常数 
Cl" 和 CM", 使 对 一 切 Cee(2) 函数 v( 从 而 对 HF+1(8) 函数 也 成 立 )， 
Re(—Lu, wm > CC luli 一 CS ul (2.3) 
又 存在 正常 数 C(m) 与 4m) ,使 对 一 切 ReA > 4(m)， 
|-Lut xu。 > Com lwll (2.4) 
证 明 ”我 们 就 m = 1 的 情形 证 明之 . 利用 (2.1) 式 知 对 任意 j = 1,…,n， 


Re(—L(8;u), 0;u) > C1 lo;ulli — Ca 0;ull’, (2.5) 
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2 n Daik O2u n ObiOu ac 、 
其 中 L(6;w) = 6;Lu — DY Oy Dao i oy Bos oe 所 以 
Re(-0;Lu, 0;u) > Re(—L(6;u), 0;u) — C lulls lel . (2.6) 
将 所 有 的 (-6;Lu, 0;u) 关于 j 作 和 ， 再 加 上 (Lu, w), 可 得 
一 Zou， wi Re( 一 6;u) — CO Jlullz lully = C2 lw 


2 2 
> C01 > loulli = nCz el 一 Cull lll 一 C2 lu 


j=1 


C1 ,2 2 2 
> 3 ll 一 Cs(llwla + lull ). 


因为 
lwl = S10 Oju) + (u, u) pl -Po) "| 
j=1 A 
< Cllulls lull < zor ll + 到 ul , 
故 在 s 充分 小 时 可 得 (2.3) 式 . 
车 取 40) = C4Y, 那么 对 任 一 we C>(0), 当 入 满足 ReA > 40) 时， 就 有 
Re(—Lu+ MW, wi > C0 lull?. 但 而 

而 左边 利用 分 部 积分 可 化 为 


Re [人 > 引 中 中 < [二 一 入 )ul ull。， 


将 其 代入 (2.7) 式 不 难得 到 m = 1 时 的 (2.4) 式 . 

我 们 将 m > 1 时 (2.3) 式 以 及 (2.4) 式 的 证 明 留 给 读者 ， 证 毕 . 

注 若 2 是 无 界 的 区 域 ,又 若 上 的 系数 aij, b,c 以 及 导数 5 7 在 0 上 一 
致 有 界 ， 且 (1.3) 在 歹 成 立 ， 则 (2.1) 仍 成 立 . 读者 试 自行 写 出 ， i 是 无 界 区 域 
时 ， 在 何 种 条 件 下 定理 2.2, 定理 2.3 成 立 . 

2. 算 子 - L+ 和 的 可 逆 性 

前 已 说 明 ,问题 (1.1), (1.2) 的 求解 就 相当 于 在 三 (2) 上 定义 的 算 子 工 的 可 道 
性 . 一 般 来 说 ， 工 的 逆 算 子 不 一 定 存在 .但 重要 的 是 ， 对 于 充分 大 的 正 数 \, 算 子 
工 一 X( 或 - 工 + 和 ) 视 为 三 (0) 一 互 -1(2) 的 映射 是 可 道 的 . 
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定理 2.4 ”对 于 如 前 给 定 的 9 与 椭圆 型 算 子 L, 存在 常数 4, 使 当 Re > 4 
时 ,方程 (- 工 + AM) = 了 对 任 一 fe 五 -1(02) 存在 唯一 的 硬 (2) 解 . 
证 明 由 (2.2) 式 知 ， 当 4 充分 大 且 Re 和 > 4 时， 


上 -+ Ml > Clulh 


对 于 一 切 三 (8) 函数 久 均 成 立 ， 于 是 当 -Lu+ Xu =0 时， 必 有 w=0. 由 此 立刻 
可 得 解 的 唯一 性 . 
为 证 明 存 在 性 ， 作 工 的 形式 共 罗 算 子 L*, 它 按 下 式 定 义 


2 n 


pe ~ 多 0 全 一 
L we 2 oe 2 a (oy 十 cv, (2.8) 


则 L* 与 工具 相同 的 二 阶 项 ， 它 也 满足 椭圆 型 条 件 . 故 由 定理 2.2 知 ， 可 适当 改变 
上 面 的 C 与 4, 使 当 Re > 4 时 ， 


[Cr + Nov), > Cl (2.9) 
对 一 切 ve C>(0) 成 立 ， 于 是 当 fe H-1(0) 时 ,对 Re 和 >4 有 
(Ff, | < Fv < CNL + vl. (2.10) 


算 子 -性 十 入 将 C2(0) 空间 映射 到 五 -!(2) 中 的 线性 子 集 B, B 可 以 表示 成 
{we HT (N), w= (-L* + Nv, veCc(D) 
在 召 上 定义 一 个 线性 证 函 ly(w) = (六 (- 严 二 ANT iuo) = (f,v), 则 (2.10) 式 表示 
lw) < Chr + Nv =Clol i 
所 以 ij(w) 是 B 上 的 线性 连续 泛 函 ， 利 用 Hahn-Banach 定理 ,将 此 泛 函 扩张 到 
有 HH-1(0) 全 空间 ， 于 是 ， 存 在 元 素 ue (HE-1(D)) = 码 (0), 使 
(f, v) = (Ww) = (u, w), (2.11) 


此 即 
(f, 9) = (u, (-L*+Nv) = -Lut+NM, vv), vve Cm(N). 
从 而 说 明 久 为 -Lu+ X= 的 本 (1) 解 . 证 毕 . 
于 是 我 们 知道 ， 对 于 给 定 的 二 阶 椭圆 型 算 子 L, 总 可 找到 充分 大 的 常数 和 使 
当 fe HT1(f) 时 Dirichlet 问题 


| —Lu+M=/, 


(2.12) 
ulan =0 


在 Hi(9) 中 可 解 ， 且 解 是 唯一 的 . 
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3. 两 择 性 定理 


定理 2.4 只 是 部 分 地 回答 了 由 椭圆 型 算 子 二 所 导出 的 Dirichlet 问题 的 可 解 
性 . 事实 上 ， 它 只 告诉 了 我 们 问题 (2.12) 的 可 解 性 ， 而 并 未 直接 回答 问题 (1.1)， 
(1.2) 是 否 可 解 . 事实 上 ， 对 于 问题 (1.1), (1.2) 的 可 解 性 的 回答 是 一 个 两 择 性 定 
理 . 它 与 代数 学 中 线性 方程 组 的 可 解 性 相似 . 

在 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 2 上 考察 椭圆 算 子 工 的 Dirichlet 问题 ; 


2.13 
| ulan = 0. ( ) 
由 定理 2.4 知 ， 存 在 Xo e Ri 使 问题 
ulan = 一 0 


对 任 一 /e 互 (2), 存在 唯一 的 解 ve H3(0), 且 满足 
lela < CFI. 


因此 (2.14) 定义 了 一 个 HB(8) 一 五 (2) 的 连续 同 构 ， 若 仍 记 这 一 同 构 映射 为 
(L 一 和 0), 则 显然 志 一 xo) 一 是 五 -92) 一 本 (2) 的 线性 连续 算 子 . 现在 把 ( 工 - Xo)-1 
限制 在 二 (2) 中 , 它 就 可 看 成 一 个 从 [2(8) 到 三 (2) 的 线性 连续 算 子 . 因为 2 为 
有 界 区 域 ， 故 由 第 1 章 的 紧 嵌 入 定理 知 ， 矶 (2) 到 到 (2) 的 嵌入 映射 是 紧 映 射 . 
所 以 

72(0) 一 丽 (2) Cc_, L2(0) (2.15) 
所 定义 的 复合 映射 为 紧 映 射 . 仍 记 这 个 复合 映射 为 (L 一 A0)-1, 它 是 (8) 一 到 (DO) 
的 全 连续 算 子 (或 称 紧 算 子 ). 

(2.13) 等 价 于 方程 


ut+ NL -No) lu= (L— NM) 1, 


记 M = (L 一 和 0)-1, 我 们 有 
4 十 XoMu = MI. (2.16) 
它 所 对 应 的 齐 次 方程 为 
ut+AoMu=0. 
设 前 面 所 取 的 Xo 充分 大 ， 可 使 (L* - 和 0)-! 也 是 [2(0) 一 2(0) 的 全 连续 算 
子 . 由 Hilbert 空间 共 元 算 子 的 定义 知 ， M 的 共 f 算 子 M* 应 满足 


(Mu, v) = (u, M*wv), vv € L2(0). 
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但 由 M 的 表达 式 ， 有 
(Mu,v) = ((L — XN) lu, (天 一 Xo)( 庆 一 Xo)-v) 
= ((L— MN)(L— MN) Tu, (L* — XM) wv) 
= (u, (L* ~ Mo) w). (2.17) 
(这 里 ， 在 得 到 (2.17) 的 过 程 中 ， 我 们 进行 了 分 部 积分 ， 其 合理 性 可 以 通过 C2 (2?) 


函数 的 逼近 来 证 得 ) 由 此 可 知 M* = (三 - A0)-1. 于 是 我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 2.1 与 椭圆 型 算 子 二 相关 的 一 组 Dirichlet 问题 : 


Lu=f 在 0 内 wu=0 在 6009 上:; (2.18) 

Lu=0 在 Nn 内 v=0 在 50 上; (2.19) 

L*v 二 g 在 内， v 二 0 在 90 上:; (2.20) 

L*v 二 0 在 1 内， v 二 0 在 6? 上 (2.21) 

分 别 等 价 于 与 全 连续 算 子 M 相关 的 方程 : 

ut+ AMMu = MI], (2.18)’ 

u + Mo Mu = 0, (2.19)’ 

vAoM*v = M*g, (2.20) 

4 十 AMM*v=0. (2.21)’ 


关于 由 全 连续 算 子 M 所 导出 的 一 组 方程 (2.18)' ~(2.21) 有 以 下 的 结论 : 
定理 2.5 ” 设 T 为 Hilbert 空间 五 到 其 自身 的 全 连续 算 子 ，7* 为 了 的 共 斩 
算 子 ， 则 有 以 下 结论 : 


(1) 算 子 方程 
u—Tu=0 (2.22) 
与 
v—7T*v=0 (2.23) 
的 解 空间 都 是 五 的 有 限 维 子 空间 ， 且 维 数 相同 . 
(2) 算 子 方程 
4 一 Tu 一 上 (2.24) 


有 解 的 充分 必要 条 件 是 fe V+, 其 中 V 为 (2.23) 的 解 空间 ， TY 为 V 在 五 中 的 
正 交 补 . 
(3) 存在 复 平面 C1 中 一 个 至 多 为 可 列 离散 的 点 集 4, 使 得 对 任 一 入 #4, 方程 


u—ATu=0 (2.25) 
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只 有 平凡 解 . 

以 上 定理 的 证 明 在 一 般 的 泛 函 分 析 教 程 中 都 可 找到 ， 见 文献 [24]. 这 一 定理 一 
般 也 称 为 Fredholm 两 择 性 定理 . 

利用 引 理 2.1, 我 们 可 以 建立 关于 方程 (2.18)~(2.21) 的 两 择 性 定理 . 

定理 2.6 ” 齐 次 问题 (2.19) 与 (2.21) 的 解 空 间 均 为 有 限 维 空间 ,日 维 数 相同 . 

证 明 因为 (2.19) 与 (2.19)' 等 价 ，(2.21) 与 (2.21)' 等 价 . 而 (2.19)' 与 (2.21) 
具有 相同 有 限 维 的 解 空间 是 定理 2.5 中 的 结论 (1). 

定理 2.7 (2.18) 对 于 fe HH-1(0) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


(f, D)=0, we (2.26) 


其 中 V 是 (2.21) 的 解 空间 . 
证 明 因 (2.18) 有 解 与 (2.18)' 有 解 是 等 价 的 ， 而 由 定理 2.5 知 (2.18)' 有 解 的 
充分 必要 条 件 为 : 对 任 一 满足 w+ AoM*v = 0 的 解 v( 即 (2.21)' 式 )， 


(Mf, v)=0. (2.27) 
因 (2.21) 等 价 于 (2.21), 故 又 等 价 于 (L* - 和 0)v = 一 Xov. 将 此 代入 (2.27) 得 


(© -or -过 oo 二 
所 以 
信友 = (LN0)(L-N0)h 丰 =((L 一 和 0)-1f, (I* 和 0)v) =0， 证 毕 


定理 2.8 ”存在 复 平面 C' 上 一 个 至 多 为 可 列 离散 的 点 集 4, 使 得 对 任意 入 4， 
问题 


| (L — Nu =0, 内， (2.28) 
u=0, on 上 
只 有 零 解 ， 而 当 入 e 4 时 ， (2.28) 有 非 零 解 . 
证 明 (2.28) 可 以 写成 
| (L — XN)u + (No — Nu=0, (2.29) 
ulan = 0, 
或 
ut (NM — NMu=0. (2.30) 


由 定理 2.5 知 ， 存 在 C! 中 的 可 列 离散 集 ， 使 得 当 Xo -入 4 4 时 ， (2.30) 只 有 零 
解 ， 而 当 Xo 一 入 Ee 4 时 ， (2.30) 有 非 零 解 .注意 到 (2.28), (2.29), (2.30) 间 的 等 价 
性 ， 立 刻 得 到 定理 2.8 之 结论 .证 毕 . 
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4. 特征 值 问 题 


上 面 的 结论 可 应 用 于 椭圆 型 算 子 特征 值 问题 的 讨论 . 设 工 为 二 阶 线性 椭圆 型 
算 子 ， 考 虑 如 下 的 Dirichlet 问题 : 


(Ss + A zen, 


2,7 二 1 (2.31) 
ulan =0 


若 有 常数 X, 使 问题 (2.31) 有 非 平凡 解 ， 则 称 和 为 算 子 工 的 Dirichlet 问题 的 特征 
值 , 相应 的 解 4 称 为 特征 函数 , 以 下 我 们 只 讨论 工 为 自 共 斩 算 子 的 情形 . 

定理 2.9 设 0 c R" 是 有 界 的 光滑 区 域 ， 工 是 2 上 的 椭圆 算 子 ， 工 = 三 ， 
则 (2.31) 存在 可 列 个 特征 值 : 


和 11 之 和 2 之 :… 之 和 之 …， lim 和 \, = 一 co (2.32) 


和 对 应 的 特征 函数 El1，E2 Er 满足 


(ee;))=61, Le;= Xiei (2.33) 


{ei} 关 : 在 到 (2) 中 完备 . (2.34) 


定理 的 证 明 依赖 于 Hilbert 空间 中 全 连续 算 子 特征 信 问 题 的 一 般 结 论 ， 在 此 将 
它 引述 如 下 . 

定理 2.10 设 互 是 Hilbert 空间 ，A4 是 瑟 到 五 的 自 共 轿 的 全 连续 算 子 , 则 其 
特征 值 构成 按 绝对 信 单 调 趋 于 零 的 实数 列 {1j}, 且 对 应 的 特征 函数 系 {ej}(Ae; = 
jej), 构成 R(A) 中 的 完备 正 交 基 . 

它 的 证 明 可 参见 文献 24] 等 

定理 2.9 的 证 明 ”首先 把 (2.31) 化 为 全 连续 算 子 方程 ， 事 实 上 ， 由 定理 2.2 
知 ， 存 在 0, 使 (- 工 + 和 0)-! 是 [2(8) ， 柚 (0) 的 线性 连续 算 子 ， 又 因 9 是 有 界 
区 域 , 故 (-L+ 0) 是 (9) 一 Z2(9) 的 全 连续 算 子 , 记 /二 那么 (2.30) 
等 价 于 

Mu 二 ju， 其 中 M=(L- 和 N00) 1. (2.35) 


男 一 方面 ，M* = (L* 一 和 0)- = (LL 一 XA0)-!= M, 因此，M 为 自 共 e 的 全 连 
续 算 子 . 由 定理 2.2 知 ， 当 入 > Xo 时 ，(- 并 +A) -是 2Z2(2) 一 丽 (2) 的 线性 连 
续 算 子 . 故 入 不 可 能 为 (2.31) 的 特征 值 . 这 就 说 明 (2.31) 的 所 有 特征 值 均 小 于 和 vo. 
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因此 全 连续 算 子 方程 (2.35) 的 特征 值 均 小 于 零 . 由 定理 2.10 得 ， 存 在 (2.35) 的 特 
征 值 {1} 及 相应 的 特征 向 量 {e;}, 满足 


Hip Sp ss0, lim ;=0, (2.36) 
了 7 一 CO 

(ei, e;) 一 67， Me; = Wiei, 1,7 一 |， 2， 0 (2.37) 

{ei} 这 1: 是 R(M) 中 的 正 交 完 备 基 . (2.38) 


注意 到 (2.35) 和 (2.31) 的 等 价 关 系 ， 我 们 有 和 = Xo + 二 ,结合 (2.36),(2.37), 就 得 
(2.32),(2.33). 

现在 剩 下 的 就 是 需 证 明 RCM) = [2(0). 事实 上 ， 对 任 一 pe C>(0), op 必 是 
Dirichlet 问题 (- 工 + 和 o)u = (- 工 + Xo)p,ulep =0 之 解 , 即 p=(-L+ 和 0)-!1(-L+ 
Xo)p < R(M). 因此 ， CS(D) c R(M). 因 Cs(O) 在 22(2) 中 稠密 ， 故 RCM) = 
Z2(2), 从 (2.38) 立即 可 得 (2.34). 证 毕 . 

这 一 定理 是 用 分 离 变 量 法 求解 边 值 问 题 的 理论 基础 .又 当 (2.31) 中 Dirichlet 
条 件 用 其 他 类 型 的 边界 条 件 代 替 时 ， 也 有 相应 的 结论 . 

当 特 征 值 问题 (2.31) 中 的 二 阶 椭圆 型 算 子 取 为 Laplace 算 子 时 ， 其 特征 函数 系 
有 更 好 的 性 质 . 

定理 2.11 设 fc Rn 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ， 则 Laplace 算 子 特征 值 
问题 

—Au = Au， ulan =0 (2.39) 


的 特征 函数 系 {e;} 构成 如 (2) 的 完备 正 交 系 . 
证 明 设 入; 为 (2.39) 的 特征 值 ， e; 为 对 应 的 特征 函数 ， 则 由 定理 2.9 知 
{e;}21 在 到 (2) 中 形成 完备 的 标准 正 交 系 .又 由 于 


{ex,e;} Hi(9) 一 / ek * ejd7 + 
02 1 i=1 


一 (ex 一 Aekjejdz = (1 十 AD ekejdX 
0 0 


= (1 + Mk)®, (2.40) 


~ Dek Oe 


故 {e;} 又 构成 HG(2) 中 的 正 交 系 . 
再 证 明 {e;} 的 完备 性 . 对 于 任意 的 ue CY(0), 有 Aue 2(0), 则 


OO 


Au 一 > ， (Au， ej )e; = > (u, ej)Njej- 


j=1 


Cw. 
ll 
二 
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故 
Au 十 》 (wu ej)Xjej 一 0， mM 一 OO， 
j=1 
于 是 
2 
也 一 > (u, ej)e; 
= Hi(9) 
pe 2 2 
= u— 》 (u,ej)e; 二 >》， u— >_( u, e7 )ej 
j=1 i=1 6 j=1 
< 2|u— > ， (ez)ejill 十 几 Av 十 入 (u, ej) 和 je 
j=1 j=1 
一 0， m 一 OO， 


这 说 明 {e;} 的 线性 组 合 按 五 ! 范 数 的 闭 包 包含 C2(0), 而 C?(2) 在 本 (8) 中 笛 
密 ,， 故 {ey} 是 三 (8) 中 的 完备 正 交 系 . 证 毕 . 
这 个 定理 提供 了 有 (人 ) 空间 的 一 个 好 的 分 解 方法 ， 它 在 第 4 章 中 将 被 用 到 . 


习 题 


1. 试 证 明定 理 2.3 对 m > 1 的 情况 成 立 . 
2. 试 证 明 对 于 二 阶 椭圆 型 方程 非 齐 次 Dirichlet 问题 (1.1), (1.9) 的 解 ， 先 验 估计 


wllgco) < Cflg-icn) + ps, ee + lullg-ic0)) 


成 立 . 


3. 设 和 为 问题 (2.18) 的 解 ， 4 为 定理 2.8 中 给 出 的 离散 点 集 . 试 证 ， 当 入 4 4 时 ， 有 常 
数 C, 使 对 一 切 C> (1) 函数 以 有 


-Lut+ Ml > Chl. 


4. 试 证 当 工 为 自 共 斩 椭圆 算 子 ( 即 L* = 万) 时 ， 定 理 2.8 中 的 离散 集 4 位 于 实 轴 上 . 
5. 证 明 以 下 的 结论 : 设 2 为 R" 中 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ， 工 是 定理 2.9 中 给 出 的 算 
子 ， 则 Dirichlet 问题 (2.31) 的 最 大 特征 值 满足 


(Zw) 


> 
uecss (9) |lull? 
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83.3 解 的 正则 人 性 


椭圆 型 方程 的 解 往往 会 具有 较 高 的 正则 性 . 如 对 于 二 阶 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 
问题 (1.1), (1.2) 来 说 ， 当 右 端 f e Hs(0) 时 ， 可 以 得 到 ve Hs+2(0). 这 个 事实 在 
偏 微 分 方程 理论 中 是 很 重要 的 . 本 节 中 将 对 s 为 非 负 整数 的 情形 , 证 明 这 一 结论 . 
以 下 先 讨论 8 为 RM 的 情形 ， 再 在 此 基础 上 讨论 0 为 一 般 区 域 的 情形 . 
1. 差 商 算 子 及 其 性 质 
考虑 了 4， { (x1,.…, Xn)| Yn > 0} ee 
0 
L= > aij (Zz ) 十 Dhl bi( J 十 c(Z). (3.1) 


?7 一 工 


于 此 设 0i;, bi, ce C”( 琴 |), 且 对 任何 重 指标 6 有 常数 Ka 使 


164aij| ， [68b;|， [Onc| < Kg. 
又 设 
Qi7 一 Qji), 
且 满 足 椭圆 型 条 件 
pe Téalt, vreR’, teR". (3.2) 


虽然 RY 是 无 界 区域 ， 但 利用 算 子 工 的 系数 及 其 导数 的 有 界 性 ， 仍 可 类 似 于 定理 
2.1 与 2.2 证 得 ， 存 在 与 4 无 关 的 常数 C1, Co, 使 


Lu wu -Calul, vue mi(R?), (3.3) 
并 存在 常数 C 与 4, 使 当 ReX > 4 时 ， 
-ut zclul, we 本 (Bo) (3.4) 
从 而 也 可 以 得 知 ， 对 于 fe 五 -10R?), 在 和 充分 正 时 ， 方 程 
(-L+ Nu=f 


在 三 ( 研 ) 中 有 解 . 
由 于 工 是 二 阶 偏 微分 算 子 ， 故 若 ve H!(R?), 必 有 Lue 有 H-1(R?). 现在 问 ， 
如 果 已 知 Lu 有 更 高 的 正则 性 ， 如 Lu e H*(R?), > 一 1, 此 时 必 是 否 可 以 相应 地 
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人 
有 更 高 的 正则 性 ? 定理 2.3 提供 的 信息 是 ， 如 果 工 被 替代 为 L 一, 其 中 和 为 充分 
大 的 正常 数 ， 则 | 一 入)ulls 可 以 用 来 控制 lwll,,>. 虽然 从 (2.4) 式 并 不 能 直接 得 
知 ue 五 (看 ), 但 是 车 有 这 样 的 先 验 估 计 作 为 基础 ， 就 可 以 通过 一 些 技术 性 的 
作法 导出 ue H*+2( 襄 ). 这 个 作法 的 要 点 就 是 用 差 商 代替 部 分 的 导数 运算 ， 然 后 
通过 差 商 的 一 致 有 界 性 推 知 u 的 正则 性 可 以 升 高 .在 下 面 的 讨论 中 区 域 R? 的 无 
界 性 以 及 边界 为 平坦 的 特性 使 得 沿 zi …,znw_i 方向 的 差 商 运算 都 可 以 无 阻碍 地 进 
行 ， 而 关于 zn 方向 的 正则 性 可 利用 边界 zw = 0 为 非特 征 边 界 的 性 质 来 得 到 . 

为 此 ， 我 们 先 对 差 商 运算 以 及 更 基本 的 位 移 运算 作 一 些 说 明 . 车 we L2(R?)， 
对 于 非 零 实数 h, 定义 


Thu = U(Z1 + h, Za , Tn). 
我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 3.1 车 wu,v EH(R?), 则 
(Thu, 4) = (4, Tv), (3.5) 
aull = lull. (3.6) 


证 明 通过 变量 代 换 zi +h 一 zi, 易 得 
| = a 
R? RT? 
此 即 (3.5) 式 . 又 在 此 式 中 取 v = mv 就 立即 得 (3.6). 证 毕 . 
对 于 任意 we 2(R?), 可 以 定义 
Vp = > ( 
称 V 为 差 商 算 子 . 易 见 , 对 任意 m > 0, 车 ue Hm(R?), 则 也 有 Vnu € Hm(R?). 
引 理 3.2 车 wu€ Hi(R?), 则 


Thu — U), (3.7) 


Ou 


< 二 
vl < | 如 


(3.8) 


证 明 设 weC”~(Ri)NH1I(R?), 那么 


二 0 
Vnu = 1 人 Br “= 三光 Or (z1 十 入 h,: 
所 以 
/ [Vrul? dz </ dA 和 二 一 (21 | dz, 
Rr 0 R? Ox1 
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即 
| 
Ox1 


对 于 任意 的 ve Hi(R?), 存在 use C”(R)NHi(R?), 使 | 一 ull 一 0, 从 而 


Yaal < 


Oun Ou Oun, Ou 


Or1 Oxi ari| azll’ "TY™ 
另 一 方面 ， 对 国定 的 及 产 0， 
Ivan = WSF lun ul 20 n= 
所 以 
Oun 


[Yaul = |Yav — Yaunll + Varunll < =— un 一 十 


Ox1 
再 取 极 限 ， 即 知 (3.8) 成 立 . 证 毕 . 

引 理 3.3 ”车 ue Hi(R?), 则 Vnv 一 PR) 

证 明 由 (3.8) 知 ，V 是 五!(R?) 到 I2(Rn ) 的 线性 连续 算 子 ， 且 对 任意 的 
hh > 0. 有 val < 1. 此 外 ， 不 难 验 证 ， 当 ve C> (加 ) (CS (En") 在 及 上 的 限制 ) 
时 

OU san 
Vnu 一 gz (R?)). (3.9) 


为 说 明 (3.9) 对 任意 ve Hi(R?) 成 立 ， 需 利用 Ce (ER) 在 Hi(R?) 中 的 稠密 
性 . 车 ue H1(R?) 给 定 ， 对 任意 s > 0 可 找到 ve C>(R “),; 使 | 一 vl < s. 于 是 


Ynw — Yrull 


< ||Vrv — Viv + NY — oo) + Yalu oo) 
< | 


[Vrnv — Ynvl + 2 uo wv. (3.10) 
在 h,h’ 充分 小 时 ， Ynv 一 Ynvo] <e, 故 上 Yhu 一 Yull < 3e. 所 以 Vnu 有 极限 ， 
记 极 限 为 Tu, 则 工 为 H1(R?) 到 [2( 如 ) 的 线性 连续 算 子 ， 由 于 当 ww€ CO%( 思 |) 
时 ， 已 有 Tu = 部 <， 故此 式 对 一 切 we 本 ! (型 ) 成 立 


注 ”前 面 我 们 定义 的 算 子 my 与 Vn 分 别 为 关于 变量 z1 的 平移 算 子 与 差 商 算 
子 . 当然 ， 若 将 它们 换 为 关于 变量 z2,… , zn-1 的 平移 算 子 与 差 商 算 子 ， 相 应 的 结 
论 同样 成 立 ， 下 面 我 们 将 这 样 做 ， 而 不 再 重复 说 明 . 


2. 半空 间 上 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 
现在 回 到 椭圆 型 方程 (3.1) 的 边 值 问题 我们 有 如 下 引 理 . 
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引 理 3.4 若 工 如 上 面 给 定 ，vwe 三 (本 ) Lu se 7Z2(R9), 则 存在 与 h 无 关 
的 常数 C 使 得 


上-ZVYau Yaal 和 ClYaull (lulls + iLull). (3.11) 
证 明 已 知 we 所 ( 避 ), 故 当 有 hh 了 尖 0 时 ，Viwe 三 (可 ), 由 直接 计算 不 难得 
到 
LVnu = VnLu 十 Ra, (3.12) 
其 中 
n n 
Rnu = — - VhaijThUsziz; 十 > VnbiThuzg, 二 Vpc 本 
2 7 一 i=1 
故 
|( 一 LVnu, Vnu)| < |[(Van Lu, Vnu)| 十 [Ru, Vn ) | 
< VaLull_i Yaala + OC" (> Iw Vaal + llull Vavll 
i=1 
十 > | | mo 
2,7=1 
<&0O” Ynwlli @ 十 es 十 > ll | (3.13) 
2;7 一 1 
因为 
ausissl = su | 
wpECS (Rr) pl 
_ [es Oz,T_np)| 
= | 
ocean ) |ell， 
同 理 可 得 


|YaZell -as lLull. 


将 其 代入 (3.13) 式 即 得 (3.11). 证 毕 . 
定理 3.1 设 工 如 上 给 定 ,， ve HI(R?), Lu e LR?), 则 w € H?2(R®)N 
HB(RI), 且 
lulls < Cull + lLull). (3.14) 


证 明 本 定理 的 证 明 分 成 以 下 三 步 : 
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(1) 证 明 ‖Vazull; 关于 hh 一致 有 界 ; 
(2) 证 明 2 ER 
Y 82v 2 n 
(3) 证 明 B72 EL (RY). 
(1) 的 证 明 因为 Yau e HO(R?), 则 由 (3.3) 得 
Cilvnulli < Ca Vaul + |(—LYrv, Varw)|. 
由 (3.8) 及 引 理 3.4 可 得 ， 对 任意 s > 0， 
CO. 
Oilvaull? < C2 lulli + elvaull + (ll + Eel). 
取 = = 全 , 即 得 
上 Yaala < Ca(llulli + lull), (3.15) 


故 Vnull 一 致 有 界 . 
(2) 的 证 明 ”因为 H1( 甩 ) 的 单位 球 是 弱 紧 的 ， 故 {Vnw} 存在 子 序列 (不 妨 
仍 记 为 {Vnu}), 在 卫 '(R) 中 弱 收 敛 于 9 且 


loll? < Ca dlulli + Ze (3.16) 
由 于 对 固定 的 pe 2(R?), 当 ve Hi(R?) 时 有 
上 oo < hvll lipll & C lol . 
所 以 (v, p) 可 以 视 为 H1(R?) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 且 可 以 表示 为 
(v, Pr2(Rs) = (0, Pa), VE H'(RS). (3.17) 
由 于 Vnw 在 H1(R?) 中 弱 收 敛 于 g, 故 对 任意 we HI (用 )， 
(Vhu, W) HRY) 一 (9， 幼 ) HR )， (3.18) 
在 (3.17) 中 先后 取 w 为 Yau 及 9, 就 可 以 将 (3.18) 化 成 
(Vau, Pp)L2(R®) 一 (9，%)z2(R9)， 


于 是 ,由 只 的 任意 性 知 Viu 在 L2(R?) 中 弱 收 全 于 9. 另 一 方面 根据 引 理 3.4 知 
Vnu 在 Z2(Rz) 中 强 收 伍 于 地 从 而 
Ou 


人 1/ pn 
Bz- 9 Hi(RS). (3.19) 
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同 理 ， Bz. <H (R®) (i = 2,... 和 
(3) 的 证 明 我 们 利用 方程 来 证 明 5 二 了 2(R"*). 因为 


>》 aij(z)66 > alél, 
i,7=1 
取 已 =0 (i=1, 人 nC—1),én=1, 就 得 


ann(Z) >a>0. 


又 因为 
(| > ， QijUziz; 一 区 。 biuz; — cu E L2(R?), (3.20) 


itij<2n ?一 工 
ijn 


故 tz,z, E (RIY). 又 由 (3.19) 知 1<isgsn-1l 时 5 Ee 2(R?), 所 以 
于 < 0 于 (<i<n 一 有 ) 的 卫 模 估计 . 利用 
(3.20) 又 可 得 的 了 H! 模 估 计 ， 从 而 有 we H2(R?*) 以 及 估计 式 (3.14). 证 毕 . 


定理 3.2 ”车 工 是 如 上 面 给 定 的 椭圆 算 子 ， € HO(R?), Lu e H*(R), 上 为 
非 负 整数 ， 则 ve 豆 "+ (ER), 而 且 有 


| < Cx(llul| 十 Lull;), k 过 0. (3.21) 


证 明 =0 时， 定理 3.2 即 为 定理 3.1. 今 设 8 入 s--1(s>1) 时， 定理 3.2 
成 立 ， 即 若 ve HB(R%Y), Lu €E HF(R®%), k < sl1, 则 ue€e Hr*+2(R"*), 且 


ullirs < Cr(llull + Lulli). 


现 若 又 有 Lu € Hs(R?), 我 们 证 明 ve 互 s+2. 由 于 ks 一 1 时 (3.21) 成 立 ， 故 
uv € HLR®)N HHIRY) C HI(RY) NHR:). 所 以 


2 EL(R")， 1 二 1,.…,n 一 1 (参见 第 1 章 $1.5 习题 7). 


此 外 


全 . 0 fk s—1 n 
es (Lu) [光宏 + Bot, 十 守 ] E HS1(R"), 
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故 由 归纳 法 假定 得 
Ou 


a s+t1( R? 一 1 ... 三 证 
gz 和 三 (R?), [=1,.…,n—1, 


Du 
Oz s 十 


关于 1 相 加 ， 利 用 归纳 法 假定 就 可 得 


n—l1 


3 


i=1 


< Csrilllull + lulls + ul 
1 


Ou 


| < cal + leul,) 


s+1 


再 由 定理 3.1 的 证 明 中 第 (3) 步 可 知 ，| 了 | 。 也 有 同样 的 估计 式 , 从 而 得 | 
nlls+1 
的 估计 式 .因此 由 归纳 法 知 本 定理 成 立 ， 证 毕 . 
3. 一 般 区 域 的 情形 


下 面 我 们 要 把 定理 3.2 的 结果 推广 到 一 般 有 界 区 域 2 中 的 椭圆 型 算 子 ， 将 证 
明 如 下 的 正则 性 定理 . 

定理 3.3 设 8 是 Rr 中 有 界 区 域 ， 其 边界 Ce 光滑 ， 工 是 具 Cee(8) 光滑 
系数 的 椭圆 算 子 . 若 ve 而 (2), Lu ee) > 一 1), 则 we H*+2(0), 且 


lluller2 < Cx(llull + Lull). (3.22) 


证 明 由 于 2 的 边界 99 不 是 平坦 的 ， 所 以 不 能 直接 将 差 商 算 子 作用 于 定义 
在 区 域 2 上 的 函数 , 但 局 部 化 和 展 平 技巧 可 帮助 我 们 克服 边界 99 不 平坦 的 困难 . 

设 {Uo,…,Un} 是 2 上 的 开 覆盖 , 且 wo 是 Us nn 到 球 B 或 半球 B+ 的 0% 
微分 同 胚 . 将 同 胚 于 整个 球 的 区 域 称 为 内 区 , 同 胚 于 带 边 半 球 的 区 域 称 为 边区 . 对 
于 边区 ， yo(UVs N99) 对 应 于 B+ 的 平面 表面 . 设 {mo} 是 从 属于 {Uo} 的 单位 分 
解 ， 记 ve = nou, 我 们 将 证 明 ， 对 于 每 一 个 o, we H*+2(0), 且 有 相应 的 (3.22) 类 
型 的 估计 式 . 于 是 通过 关于 o 作 和 ， 即 得 (3.22) 式 . 以 下 我 们 仅 讨 论 边 区 的 情形 ， 
因为 其 证 明 的 过 程 对 内 区 也 是 适用 的 . 我们 将 仍然 用 归纳 法 来 证 明 本 定理 . 

当天 = 一 1 时 ，(3.20) 可 以 由 (2.2) 得 出 . 现 设 定理 3.3 对 k < s 一 1 成 立 , 也 就 是 
说 , 若 ve HG6(1), Lu €E HK(Q),k < s--1(s 之 0), 可 以 有 we H*+2(0), 且 满足 (3.22). 
以 下 来 证 定理 3.3 对 = s 也 成 立 ， 若 又 有 Lu e Hs(0), 因 Hs(8) Cc Hs-1(0), 故 
由 归纳 法 假设 得 ve Hs+1(8), 且 有 


llullsy < Ca(llwll + zwll。 1). (3.23) 


羽 一 方面 ， 由 直接 计算 可 得 
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二 One Ou 
Luo = WoLut2 aij 一 一 一 一 十 (Ze — cno)u. (3.24) 
2 < OT; Oz; 


2,7=1 
将 右 端 记 为 fo, 则 fo e HS(0), 且 
folls < Clwll sa + lLull,). 


由 于 Po 将 Us Nn 通过 C™ 同 胚 映射 到 半球 B+ 二 故 Vo 二 Uo 人 的 正则 
性 与 we 的 正则 性 相同 . 将 算 子 工 在 由 pu 所 表示 的 自 变量 变换 下 所 得 的 算 子 记 为 
元 则 (3.24) 可 改写 为 
Lvo = fo oo 97), 在 B+ 上. 
因为 us e 下 (2), 且 suppno 和 B+ 的 弯曲 边界 不 相交 ， 那 么 vo 零 延 拓 到 R* 上 
仍 属于 股 (R*), 以 后 记 其 为 各 ,类似 地 将 f, owpz! 零 延 拓 到 整个 Re 上 仍 属于 
Hs(R?*), 也 记 其 为 户 , 还 将 算 子 上 保持 系数 光滑 性 和 椭圆 型 延 拓 到 加 上 ， 如 可 


令 


L=yL+(1— A, 


其 中 A 为 Laplace 算 子 ， 少 为 C>( 玉 ) 函数 ， 满 足 条 件 : 当 z es supp mo 时 ， 
y%(z) =1, suppy C B*, suppy 和 B+ 的 弯曲 边界 仍 不 相交 ,经 过 上 述 延 拓 后 ， 我 
们 有 

7i = 户 ， 在 RR 上 . (3.25) 


定理 3.2 指出 友 € Hs+2(R?), 且 
olsr2 < Co (lool + fols) < CS (Null + Nullsrr + lLells). (3.26) 
注意 到 归纳 法 假设 中 的 (3.23) 式 ， 就 可 得 


lala < Duolsrs < C9), 
o oO 
< C'(llull + zol) 


从 而 由 归纳 法 知 定理 3.3 成 立 . 证 毕 . 

定理 3.3 称 为 椭圆 型 方程 解 的 全 局 正则 性 定理 . 由 于 定理 条 件 中 要 求 we 
Hl1(0), 故 它 实际 上 是 椭圆 型 方程 齐 次 Dirichlet 问题 解 的 全 局 正则 性 定理 . 一 般 来 
说 , 椭圆 型 方程 边 值 问 题解 的 正则 性 还 与 边界 资料 有 关 . 由 定理 3.3 还 立即 可 得 ， 
在 定理 的 条 件 下 ,车 Lu es Cec( 人 由, 则 ve C%(1D). 特别 ， 当 Lu = 0 时 ， 齐 次 椭圆 
型 方程 的 解 为 Ce 函数 . 
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4. 内 正则 性 定理 


83.2 讨论 了 Dirichlet 问题 解 的 正则 性 ， 我 们 也 可 以 不 考虑 边界 条 件 ， 转 向 如 
下 的 问题 : 若 ve D'(0), 工 为 椭圆 型 算 子 ， 那 么 当 Lu 在 2 内 部 有 较 好 的 正则 性 
时 ，v 的 正则 性 能 否 相 应 地 改善 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,要 引入 局 部 的 Sobolev 空 
间 ， 并 以 它 去 度量 解 在 区 域内 部 的 正则 性 . 在 本 段 的 讨论 中 对 于 区 域 9 边界 的 正 
则 性 不 作 任 何 限制 . 

定义 3.1 对 于 给 定 的 区 域 9, 局 部 的 Sobolev 空间 定义 为 


HE.(0) = {ul 对 任意 C0%(0) 函数 p， pu e H*( 人 ) 成 立 }. (3.27) 


易 见 ， 若 ve HE.(0), 则 对 任意 8' cc 8, 有 we H*(0'). 

引 理 3.5 设 we D'(0). 车 存在 整数 kk 和正 常数 C 使 得 对 任 一 pe C%(0) 
有 

[(u, 9)| < Cllpll, (3.28) 
那么 ，w € H-*(0). 

证 明 因为 满足 (3.28) 式 ， 所 以 1(p) = (wu, yp) 可 看 成 HE(0) 中 一 线性 子 
空间 C>(0) 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 当 k < 0 时 ， zk(O) 可 改 为 EtCD)) 由 Cee(D) 
在 本 (2) 中 的 稠密 性 知 ， 这 个 泛 函 可 扩张 到 Ht(8) 上 , 故 we (H&E(0)), 从 而 
wu E 五 (IO). 证 毕 . 

引 理 3.6 车 ue D'(0), 且 suppu C 2, 那么 存在 整数 ,使 得 we H*(N). 

证 明 从 引 理 3.5 知 : 仅 需 证 明 存在 正 整数 k 使 得 满足 (3.28). 事实 上 ,车 
这 样 的 不 存在 ， 那 么 对 任 一 正 整 数 v, 存在 pv e C%(0), 满足 


lo po)| 2 v lll (3.29) 
今 取 少 e C>(0), 使 Wz) 在 supp w 的 某 邻 域内 为 1, 并 记 ,= 本 那么 由 
嵌入 定理 知 ， 对 任意 a, 当 v> lol 十 | 三 | +1 时 有 


C1 | at+[]+1 
vpvll, 


注意 到 所 有 的 加 有 共同 的 支 集 ， 故 wy 在 C> (8) 中 趋 于 零 . 而 因为 ve 2Z'(0)， 
则 得 lm- (ww Ww) = 0. 但 另 一 方面 ， 由 (3.29) 得 


|(u, wu)| > 1, 


sup Po 入 Co a+[ 引 +1 < 


这 就 导致 矛盾 .证 毕 . 
这 一 引 理 告诉 我 们 ， 支 集 为 紧 的 广义 函数 ， 必 为 有 限 阶 的 . 请 读者 将 本 引 理 与 
第 1 章 中 定理 2.2, 定理 2.5 的 结论 作 比 较 . 
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定理 3.4 设 工 为 f 上 具 Ce 系数 的 椭圆 算 子 ，w € BZ'(0). 若 对 整数 大 有 
Lu € HE.(N), 则 wv € HEt?(0). 

证 明 首先 设 suppv 为 8 中 的 紧 集 . 引 理 3.6 指出 : 存在 整数 s, 使 ve Hs(0). 
不 妨 设 十 2 > s, 因为 ,车 上 十 2 < s, 则 已 无 需 证 明 . 又 车 s > 1, 由 于 suppw 为 
1 的 紧 集 ， 故 存在 有 光滑 边界 的 区 域 21, 使 suppu c 0 cc 2. 于 是 ve Hi(0)， 
Lu e H*(Q21), 此 时 可 由 定理 3.3 得 ve H+2( 人 9), 从 而 ve H*+2(0), 故 只 需 对 
s < 0 的 情形 证 明和 定理 的 结论 . 当 s < 0 时 ， 我 们 先 估计 当 9 取 遍 Cese(P) 函数 空 
间 时 ， 

1(g)= | (vu, 9)| /lg 6sr) 

的 上 界 ， 因 为 根据 引 理 3.5 由 7(9) 的 有 界 性 即 可 得 ue Hs+1(0)， 注意 到 工 的 
共 入 算 子 L* 也 是 椭圆 的 ， 故 存在 Xo, 使 得 对 任 一 9 es Cs(D) 有 we 本 (2) 满 
足 (L* 一 Ao)v = g. 且 由 定理 2.3 知 ， 此 解 ve C%(R). 又 对 任意 的 负 整数 s 有 
一 (s 十 1) > 一 1, 从 而 


| 由。 < Cas||9| -cs+D， Vs € Z-. (3.30) 
所 以 对 任意 取 定 的 suppv 上 等 于 1 的 C>(0) 函数 ,有 Wve Cese(2). 从 而 
| (wu (L* a Ao)v) | / | 9 | 一 (s 十 1) 
= |(u, (L* — Mo)wvo)| /lgl -cn 
[((L — No)u, po) / el- 
结合 (3.30) 得 


|T(9)| < (I(L — No)ulls-illywllis /lgll ceri) 
< CL— No)ulls-i < C" (Lullsi + lulls-i1). 


由 于 大 > s 一 1 故 右 端 有 界 . 从 而 由 引 理 3.5 得 ve 五 s+1(0). 若 有 +2=s+1) 我 
们 就 得 到 了 所 需要 的 结论 ， 若 上 十 2 > s 十 1, 那么 取 s 十 1 代替 s 重复 前 述 ， 就 可 
证 得 ve 及 512(0). 反复 多 次 就 可 证 得 ve H*+2(0). 

再 讨论 suppu 非 紧 的 情形 . 仅 需 证 明 对 任 一 zo es 2, 存在 zo 的 邻 域 O(zo) Cc 1， 
使 得 uloczo) CE H*+2( 1). 作 zo 的 邻 域 序列 


Oo(zo) DD Oi1(z0) DD 1 DD Ou (x0) 2D ……， (3.31) 


又 作 , e C% (Ou(z0)), 且 在 Ow41(zo) 的 一 邻 域 内 加 (z) = 1. 记 wvo = wou, 那么 vo 
满足 
Lvo = WoLu + Lyou, (3.32) 
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式 中 Ly。 是 依赖 于 wo 的 一 阶 线性 微分 算 子 . 因为 suppyo 为 8 的 紧 子 集 ， 故 由 引 
理 3.6 知 , 存在 s, 使 4 在 suppyo 上 属于 五 ;, 从 而 (3.32) 之 右 端 属于 H™in(*%s- 了 .由 
本 定理 前 面 已 证 得 的 结果 知 vo e 五 "is+2s+1). 再 作 w = wiu, 可 得 类 似 于 (3.32) 
的 式 子 : 

ZuUl1 = WiLu 十 Loyd. (3.33) 


由 办 的 构造 可 知 (与 对 (3.32) 右边 的 讨论 相仿 ), (3.33) 的 右 端 属于 Hm*%*s), 因而 
v1 € 昌 min(k+2,s+2). 经 多 次 反复 可 证 得 对 某 个 v, 使 4 在 Ov(zo) 上 属于 H*+?. 又 由 
于 zo 为 8 中 任意 一 点 ， 所 以 ve HEt?(0). 证 毕 . 

显然 ， 在 定理 3.4 的 条 件 下 , 若 Lu € C% (8), 则 vw€ C% (82). 


习 题 
1. 试 证 对 任意 ve 五 "2?(R?) 取 Vr 为 (3.7) 所 定义 的 差 商 算 子 ， 则 


Yaw pm < Null pm 


关于 hh 一致 地 成 立 . 

2. 设 (3.1) 的 系数 为 C™ (加 ) 函数 ， 其 直到 mm 阶 偏 导数 有 界 ， 这 时 定理 3.3 对 怎样 的 指 
标 大 成 立 ? 

3. 试 利用 平均 算 子 J 代替 差 商 算 子 由 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 的 能 量 不 等 式 来 证 明 解 的 
全 局 正则 性 定理 . 

4. 设 为 二 阶 椭 圆 型 方程 的 非 齐 次 Dirichlet 问题 


| Lu= 1, 
ap 一 09 
的 解 ， 如 果 f € H*(0), 9g e H*+3(60), 则 we 五 *+2(D)， 
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1. 高 阶 椭圆 型 方程 的 定义 
本 节 中 讨论 高 阶 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 设 
人 (4.1) 
lal<m 
是 定义 在 有 界 区 域 2 c R" 上 的 偏 微分 算 子 ，n > 2, au(z) 为 C%(f) 函数 ， 工 的 
齐 m 阶 部 分 
Lo = > ， aa(Z)09 (4.2) 


lal=m 


83.4 ”高 阶 椭圆 型 方程 * . 123. 


称 为 算 子 工 的 主 部 . 将 88 替换 成 (it)*, 可 以 分 别 得 到 工 与 Lo 的 象征 , 且 Lo 的 
象征 称 为 工 的 主 象征 . 除去 一 常数 因子 ， 这 个 主 象征 可 写成 


> (ES (4.3) 


lal=m 


定义 4.1 ”车 算 子 工 的 主 象征 (4.3) 满足 
2, oolz)é* #0, vee R"\{0), (4.4) 


lal=m 


则 称 工 在 z 点 为 椭圆 型 的 . 若 对 2 上 每 一 点 z, 算 子 工 都 为 椭圆 型 ， 则 称 工 在 
19 中 为 椭圆 型 的 .又 如 果 存 在 一 个 常数 C > 0, 使 得 


2, aalz)é* > Cl", vren,étenR", (4.5) 


lal=m 


则 称 工 在 2 中 为 一 致 椭圆 的 . 

引 理 4.1 车 工 为 具有 实 系数 的 椭圆 算 子 ， 则 mm 必 为 偶数 . 

证 明 由 于 maa(z)(-6)? = (DD" Dl-maa(z)é*, 所 以 要 洒 oa(z)#* 
与 忆 aa(z) (-&)” 均 大 于 零 ， 必须 有 (-1)" > 0, 从 而 m 为 偶数 ， 证 毕 ， 

以 下 讨论 高 阶 椭圆 型 方程 的 边 什 问 题 ， 并 设 其 主 部 具有 实 系数 ， 这 时 m 阶 李 
圆 型 方程 的 边 值 问题 一 般 需 在 边界 99 上 给 出 二 个 条 件 ， 其 中 最 常见 的 是 齐 次 
Dirichlet 问题 ， 它 的 形式 为 


| i aau(z)0cvu = 用 在 9 中 ， (4.6) 


lalsm 


u=O=...=02 -lu=0, 在 60 上， (4.7) 


其 中 0。 为 99 的 外 法 向 导数 .与 二 阶 方程 情形 相似 ， 解 在 92 上 应 满足 的 边 
界 条 件 可 以 用 限制 解 v 所 在 的 空间 来 表示 . 例如， 对 于 f € H-3(0), 要 求 寻找 
u € Hy (82), 使 得 

>» aau(Z)92v 一 上 


lalgm 


成 立 . 
2. 先 验 估计 


与 二 阶 椭圆 型 方程 的 情形 相仿 ， 我 们 将 证 明 m 阶 椭圆 型 方程 的 各 种 先 验 估计 
式 , 它 在 证 明 高 阶 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 可 解 性 与 解 的 正则 性 中 起 着 重要 作用 . 为 
以 后 运算 的 方便 ， 我 们 将 (4.6) 写成 它 的 等 价 形式 : 
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> 68(aoe(z)8bgu) = 7, (4.8) 
lal,IB|< 滩 
其 中 ， aue(z) 可 以 用 au(z) 及 其 各 阶 导 数 表 示 ， 反 之 亦 然 ， 又 对 于 一 致 椭圆 算 子 
显然 有 
六 (4.9) 
lal,1|8|= 滨 lal=m 


为 以 下 讨论 的 需要 ， 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 4.2 ”车 wu€ .F(R"),t1 > s> tz, 则 对 任意 ce>0, 有 


lal? < ellull? +e 3 ll?,. (4.10) 
证 明 ”由 Hs 范 数 的 定义 知 ， 为 使 上 式 成 立 只 需 证 明 
(+0) < ell + EP) +e 生生 (1 十 发 2 (4.11) 


成 立 . 为 证 式 (4.11), 记 aa= (+ 人 六 三-s=p>0b-s=q<0, 则 该 式 等 价 于 
1 < saz2 十 Ega9， 


或 

1 < (e? a)? 十 (eza)9. 
因为 p > 0, 4 < 0, 故 上 式 右 边 两 项 中 至 少 有 一 项 不 小 于 1, 从 而 其 和 必 大 于 1. 所 
以 (4.11) 成 立 ， 由 此 立刻 得 (4.10). 证 毕 . 

注 ”很 明显 , 式 (4.10) 对 及 #4(R") 函数 也 成 立 . 又 由 于 C>(R") C (R"), 而 
任 一 Cee(O) 函数 可 以 作 零 延 拓 而 视 为 C>(R") 函数 ， 故 当 妇 > s > to 为 三 个 非 
负 整 数 时 ， 对 C> (1) 函数 也 有 式 (4.10), 其 中 jlulls 即 |lullyscw); 且 当 we Eo:(2) 
时 (4.10) 也 成 立 . 

定理 4.1(Girding 不 等 式 ) 设 2 为 Rr 的 有 界 区 域 , 具有 C™ 光滑 的 边界 
(4.1) 中 给 定 的 算 子 工 在 2 上 为 一 臻 椭圆, 则 存在 正常 数 Cu C2, 使 得 对 一 切 C> (人 ) 
函数 v， 

Re((—1)$ Lu, u) > C1 llulls — C2 llullo. (4.12) 


证 明 定理 的 证 明 分 以 下 几 步 : 
(1) 设 工 仅 含 主 部 Lo, 上 且 所 有 系数 为 常数 ， 
由 于 ve Cs(D2), 故 可 以 在 2 上 通过 分 部 积分 推 得 
Re((-1) 有 Fow 切 = VY Re(-1)3 | Be (aagO8 ud 
人 2 


|a|,18I= 肥 


= >》 Re(-1)? | Dec(ausD8u) 二 dz. 
一 到 R™ 
lal,l8|= 符 


0 


利用 Fourier 变换 ， 上 式 等 于 
CR 天 ooeee 邹 上 


R 
lal,18|= 浴 


于 是 由 (4.9) 知 
((-D3Lou, w) >C > lou. 


lal= 旦 
由 于 ve C2(2), 故 不 等 式 右 端 可 控制 lull3, 从 而 有 


((-D 有 Zou w) >Clluls. (4.13) 


(2) 设 Lu 的 形式 为 >。 ol- 0c(aue(z)98gu), 其 中 所 有 系数 aap(z) E C™%(02). 
对 于 每 一 点 zo € 2， 


(DE DY») (6¢(aap(z0)88u), w) >Cluls, VueCY(n). (4.14) 


lal,|8|= 符 
因此 ， 只 要 e 充分 小 ， 在 此 zo 为 中 心 ， 以 e 为 半径 的 球 w = B(zo,e) 中 ， 
>》 ， laap(z) - aas(zo)| < (4.15) 
lal,16@l= 胎 
故 对 于 任意 的 ve CY (ww)， 
Re 入 / aa6(z)9pu . OT dr 
al ,16l< 玲 “9 


= Re > (aae(zo)98u . 27)dz 


lal,16I 和 办 


+Re 》 | (ss(z) -aup(zo))agu .8 可 dz 


lal,1eI 和 地“ 


C 
> Cluls 6) — 3 ll: (4.16) 


由 于 2 为 紧 集 ， 故 可 以 找到 有 限 个 球 w = B(zo, es) 覆盖 82, 而 在 每 个 球 w 
3 ((-1)? Lu, Ww 之 Cl 上 wz 有 = lu， Vu € Ce (w). 记 这 些 球 为 {wi}， 
了 7 一 led); 寻求 函数 h; E CP(w;), 满足 


》_ 及 =1， 在 了 上 . (4.17) 


第 3 章 椭圆 型 方程 


从 而 
Re(-1)? >， (6%(aag(z)88u), u) 
lal, We 
-Re 人 > 3 2Z)aau8e(Z Bi . OU dz 
lal,|8|= 和 全 j=1 
J 
= 》 Re /并 Qag(7)OL (hju)Or (hia)dzr 十 Re | 》， (z)88u . Omdzr 
j=1 “|al, 人 en 和 
al+|l8l<m 


J 
C 2 
> — |hsu 一 C' lv u 
> DF leg Cle, el 


j=1 
田 一 方面 
Dulac - > | oh) :0°(hym)ae 
7=1 al 和 从 
J 
= ，》， | h?. (Ou) (O°T)dz 
7=1 这 从 
十 2 bo(x)OBu. OT dy 
2 lallelg 堆 ， 
laltl8l<m 
> le, 一 Cull 。 lwll 。， 
HY3 (0) H2 (0) H2 (9) 
于 是 
Re(-D)¥ >, (02(aap(z)08u), u) 
lal46 记 村 
C 2 
> 3 lls- (C+ ) ls, el (4.18) 
利用 引 理 4.2 及 其 后 的 注 知 ， 对 < > 0， 
< 1 一 全 
el Solel so, +e hols, (4.19) 
LA 
取 < 充分 小 , 使 (C'+ ) < 后 , 将 (4.19) 代入 (4.18) 可 得 
6 C 
Re(-D)? >, (92(aa0(z)08u), u) > > lvls — Kelluls lulo, (4.20) 


lal,l@l= 孚 
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其 中 K。 为 与 < 有 关 的 常数 . 再 将 
8K: 
© 


2 
llullo 


C 2 
|ulls 十 


ul lullo < 8K, 


代入 (4.20), 即 得 (4.12). 
(3) Lu 是 具有 一 般 形式 (4.1) 的 椭圆 型 算 子 . 
容易 将 工 写成 


>， (62(aap(z)Ou)+ >》 83(ue(z)agw) 
lal,|8|= 浴 Ial,lel<k 堆 ， 
lal+18l<mm 


的 形式 . 于 是 ， Re(( 一 1)3 了 (Lu,wv)) 可 相应 地 分 成 两 项 ， 对 第 一 项 的 估计 就 利用 (2) 
中 的 结果 ， 对 第 二 项 的 估计 与 前 面 估计 ( 6 (bs(z)68w), v) 相仿 . 于 是 (4.12) 式 
成 立 . 证 毕 . 
类 似 于 83.2 的 作法 ， 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 4.2 在 定理 4.1 的 假定 下 ， 存 在 常数 C 与 4, 使 当 Re 和 > 4 时 ， 对 一 切 
C2 (2) 函数 ~， 
[Diu t+ Xu >C lull- (4.21) 


定理 4.3 ”在 定理 4.1 的 假定 下 ， 对 任意 正 整数 上 存在 常数 CQ 和 C 扩 ,使 得 
对 一 切 CY(8) 函数 v， 


Re((-1)2 Lu, we > CW luls se — Cb? lull?. (4.22) 
又 存在 正常 数 CW 与 4 外 ,使 对 一 切 ReA > 4(9， 
[D3 Lut Ml, s > Ce) lull es (4.23) 


3. 两 择 性 定理 与 正则 性 定理 


利用 上 面 建立 的 先 验 估计 式 可 以 建立 高 阶 椭 圆 型 方程 Dirichlet 问题 的 两 择 性 
定理 与 相应 的 正则 性 定理 . 记 L* 为 工 的 形式 共 轿 算 子 ， 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 4.4 对 于 与 椭圆 型 算 子 (4.1) 相关 的 一 组 Dirichlet 问题 : 


Lu=f 在 ?8 内 w=.…=O02 -lw=0 在 80 上， (4.24) 
Lu=0 在 内 w=:…=BO23-ww=0 在 860 上， (4.25) 
Lv=g 在 内 v=.…=B23 v=0 在 80 上， (4.26) 
Lrv=0 在 8 内， v=.… 二 0X3-lv=0 在 980 上， (4.27) 


以 下 的 结论 成 立 . 
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(1) (4.25) 与 (4.27) 的 解 空 间 均 为 有 限 维 空间 ， 且 维 数 相同 . 
(2) (4.24) 对 于 fe -3 了 (2) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


(f, T=0, vweV, (4.28) 
其 中 V 是 (4.27) 的 解 空 间 . 
(3) 存在 复 平面 C! 上 一 个 至 多 为 可 列 离散 的 点 集 4, 使 得 对 于 任意 入 4 4, 问 
题 
| (D3L+Nu=0， 在 8 中 ， 区 到 
v 一 … 一 62 w=0， 在 90 上， 


只 有 零 解 . 而 当 入 e 4 时 ， (4.29) 有 非 零 解 . 

定理 4.5 ” 设 工 是 定义 在 具 光 滑 边 界 902 的 有 界 区 域 % 上 的 m 阶 椭圆 型 算 
子 , 系数 为 C~(D) 函数 ，vw e HE2 (0), Lu e H*() (x > - 字 )， 则 we Ht+m(0), 
且 

| < Cx (lullo + |Zwll;). (4.30) 

定理 4.6” 设 工 是 定义 在 区 域 2 上 的 mm 阶 椭圆 型 算 子 ， 系 数 为 C>(8) 函 
数 . 若 对 整数 k, Lu € HE (0), 则 we€ HKt™m(0). 

这 些 定理 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 

习 题 

1. 试 证 本 节 中 给 出 的 算 子 L 的 两 种 形式 2 asm aa(Z)03 与 2 -lal,lelg 沁 2(aue(z)68) 
可 以 互相 表示 . 

2. 证 明定 理 4.4. 


3. 证 明定 理 4.5. 
4. 证 明定 理 4.6. 
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84.1 能 量 不 等 式 、 解 的 唯一 性 和 稳定 性 


1. 二 阶 双 曲 型 方程 的 定 解 问题 


本 章 中 我 们 讨论 二 阶 双 曲 型 方程 与 对 称 双 曲 组 的 Cauchy 问题 和 初 边 值 问题 . 
为 简单 起 见 ， 我 们 仅 限 于 在 实 函数 范围 内 进行 讨论 . 
二 阶 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形 式 为 


n 


2 四 元 十 2, ho) + c(z)u = f(z). (1.1) 
当 系 数 和 矩阵 (ai;(z)) 满 秩 ， 且 其 惰性 指数 中 有 一 个 为 正 ， 其 余 均 为 负 (或 一 个 为 
负 ， 其 余 均 为 正 ) 时 , 方程 (1.1) 称 为 双 曲 型 方程 . 对 于 二 阶 线性 双 曲 型 方程 ， 在 经 
过 适当 的 自 变数 变换 后 ， 该 方程 可 以 化 成 如 下 的 形式 : 


器 - (站 总 Go 区)+ 计 5o 估 to -io 


其 中 系数 矩阵 (iij(z)) 对 称 ， 在 此 形式 中 ， 变 量 zo 已 有 特殊 的 地 位 ， 以 后 特别 记 
为 t. 又 为 记号 简单 起 见 ， 略 去 (1.2) 式 中 ~ 记号 , 故 二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 一 般 形 
式 为 


ms 吕 -[ 完 放 天 (be 这) + 归侨 tea -ea aa 


其 中 二 (XZ1,:** ,Tn) € 12， te [0, 7 系数 Qij, Di C 都 是 所 考察 区 域 [0, 帮 ] 义 1 中 的 
连续 可 微 函数 ， 且 以 后 如 无 特殊 说 明 ， 均 假定 它们 为 Ce 函数 . 又 设 (aij) 满足 一 
致 椭圆 性 条 件 ， 即 存在 常数 a > 0, 使 得 


n 


D2) olt, 2)éié; > oa)?, vé € R"\ {0} 


i,j=1 i=1 


对 一 切 t,z 成 立 . 
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在 各 种 应 用 问题 中 ， 二 阶 双 曲 型 方程 往往 被 用 于 描述 波动 过 程 . 在 很 多 场合 
下 ， 当 将 方程 写成 (1.3) 的 形式 后 ， 变 量 t 正 是 时 间 变量 ， 以 下 在 讨论 二 阶 线性 双 
曲 型 方程 时 都 采用 这 一 形式 . 
对 于 方程 (1.3), 我 们 一 般 讨 论 两 类 定 解 问题 ， 其 一 是 Cauchy 问题 ， 此 时 4 = 
R", 初始 条 件 为 
uli=0 = po(Z)， 
utli=0 = p1(7). 
其 二 是 初 边 值 问题 , 此 时 1 为 一 个 具 光 滑 边 界 的 有 界 区 域 , 初始 条 件 的 形式 与 (1.4) 
相同 ， 边 界 条 件 在 (0,T) x 82 上 给 定 ， 如 边界 条 件 可 取 为 Dirichlet 条 件 : 


u|(omxapc = 0， (1.5) 
也 可 讨论 边界 上 给 定 Neumann 条 件 或 第 三 边 值 条 件 的 情形 . 
2. 初 边 值 问题 的 能 量 不 等 式 


在 双 曲 型 方程 的 研究 中 , 能 量 不 等 式 起 了 重要 的 作用 . 本 节 中 就 分 别 对 初 边 什 
问题 和 Cauchy 问题 的 情形 给 出 能 量 不 等 式 ， 为 此 ， 先 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 1.1 (Gronwall 不 等 式 ) ” 设 B(t) 是 定义 在 [0,T] 上 的 一 个 非 负 连续 函数 ， 
满足 


(1.4) 


E(t)<C ‘EDdr + M, (1.6) 
0 


其 中 C, M 是 正常 数 ， 则 
E(t) < Mec:. (1.7) 


这 动 0 =- Et r)dr, 则 I(t) 满足 

~ < CI(t)+M, (1.8) 
两 边 乘 以 e 一 2 和 

ee -Ctd _ Oe-ot7(t) < Me-ct 
积分 ， 并 利用 1(0) = 0 可 得 
M 
工人 过 Me-Ctadt 二 一 (1 一 一 Ct 

I(t)e </ eCidt= -eo) 

所 以 


I(t) < Ce —1). 


将 它 代入 到 (1.8), 即 得 (1.7) 式 . 证 毕 . 
上 述 证明 过 程 相当 于 寻求 与 (1.6) 相应 的 积分 方程 (或 与 (1.8) 相应 的 微分 方 
程 ) 的 解 ， 并 用 此 解 来 控制 E(t). 利用 这 一 思想 可 以 将 Gronwall 不 等 式 进行 各 种 推 
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广 . 如 当 (1.6) 式 右边 的 M 为 上 的 函数 ， 或 其 中 出 现 E(t) 的 导数 等 情形 时 ， 都 有 
相应 的 结论 . 
定理 1.1 设 8 为 有 界 区 域 ，Q = (0,T) x 8, ue Cee(G) 满足 vl(o,T)xan = 


0, Lu = f. 若 记 
E(t) = | (++ D2,) dz, 


C (em 十 下 8 Fazdt ) (1.9) 
式 中 Qi = (0,t) x 0. 


证 明 ”以 wi 乘 以 Lu, 并 在 Q: 上 积分 ， 可 得 


/ uiLudzdt = L(t) + I(t), 


t 


则 成 立 能 量 不 等 式 


其 中 


D2v 0 Ou 
1 (t) 一 人 二 > 0 a utdzadt. 


由 于 vv 在 边界 60 x (0,T) 上 为 零 ， 故 ws 也 在 边界 上 为 零 ， 所 以 有 


-f/f 2 (证 )au 
3 dzdt 
人 
-| 
于 是 ， 利 用 系数 a;; 的 对 称 性 可 得 
[ hm 友和 drdt 
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1 /* Oai; Ou Ou 
一 — dzrdt. 
; /| ;> a 


Ef O Ou\? Ou Ou 
Oai; Ou Ou 
下 Oxi Or; gat 
最 后 一 项 可 以 并 入 i(t) 进行 估计 ， 于 是 有 


所 以 


> 


+ h(t) 


t=t 
Ou Ou Ou 
1 /wzuanu= 让/ (%) 3 Qi Bo Oe - 


其 中 (i) 满足 估计 


于 <C 由 ‘Eltadt. 
利用 ai; 的 正定 性 ， 可 得 
J (w taD) dl < of (2 taD uw,) dz| 
2/ uruaedtr orf E(t)at, (1.10) 
Le (ao+/ wart i (1.11) 


又 利用 w(t,z) = w(0,z) 十 忆 uzdt, 有 
w(t, 7) < 2u2(0, 1) + 2t 下 v2dt, 
0 
| na < Co | wl0,nde + 2 [ fave 
将 此 式 与 (1.11) 合并 ， 可 得 


E(t) < Cs (e+ (Ldadt + [ , BO) . 


M = Ca (z0+/ 


对 任意 的 与 , 取 
(rant 


t1 
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利用 引 理 1.1 知 ， 在 上 二 乏 五 时 ， 
E(t) < Mect. 


令 上 = 与 ,得 


t1 


E(t1) < Case 区 +| (Loe) 
0 
此 即 (1.9) 式 . 证 毕 

注 1 由 于 在 (1.9) 式 中 只 出 现 %% 的 直至 二 阶 导数 的 平方 积分 ， 故 通过 极限 过 
程 容易 证 明 当 ve H2(Q) 时 能 量 不 等 式 仍然 成 立 . 

注 2 由 (1.9) 成 立即 可 以 得 到 H?(Q@) 解 的 唯一 性 与 稳定 性 ， 其 稳定 性 的 意 
义 为 当 4(,0) mao aa(0) rz(@) 及 Lu lzzey 充分 小 时 ， 对 任意 te [0,771， 
上 u(t) aice) 及 上 wal Lz(@) 也 充分 小 . 

注 3 若 在 边界 (0,T) x 92 上 定义 


0 0 
汪汪 2 Qi; COS(n, 50 
将 边界 条 件 wl(0,T)xen = 0 改 为 


Ou 
如 + oe 
其 中 o >0, 则 仍 可 有 相应 的 能 量 不 等 式 成 立 (读者 试 自行 推导 ). 
3. Cauchy 问题 的 能 量 不 等 式 


以 下 讨论 Cauchy 问题 的 能 量 不 等 式 .， 先 引入 类 空 向 曲面 的 概念 . 
又 若 9 上 每 一 点 的 法 向 ”满足 


cos2(m, 四 > Dj ai cos(n, Ti) cos(n, 2;)) (1.12) 
2 

则 称 5 为 弱 类 室 向 曲面 . 若 (1.12) 中 不 等 号 为 严格 大 于 号 ， 则 称 5 为 类 空 向 曲面 ; 

者 (1.12) 式 为 等 式 ， 则 称 3 为 特征 曲面 . 
今 设 忆 为 半空 间 {t > 0} 中 一 点 ， 过 PP 往 下 作 一 弱 类 空 向 曲面 Tp, 即 Tp 的 
法 向 满足 (1.12) 式 . 该 曲面 与 平面 t= 0 围 成 一 个 区 域 8. 对 任意 满足 0 <h< tp 
的 hh, 作 平面 1=h 与 8 的 交 ， 记 为 Qh. 区 域 Q 被 夹 在 t=0 与 t= 之 间 的 部 分 

记 为 Qu 且 定 义 

E(h) = (+ )dz, (1.13) 
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则 有 下 述 定理 . 
定理 1.2 ”在 上 述 记 号 下 ， 设 ve Ce(9), 则 


E(t)<C udzr : 
() < (e+ 人 ad tt) (1.14) 
证 明 ”证明 的 过 程 与 前 相仿 ， 区 别 在 于 对 I2(t) 中 的 积分 项 

0 Ou 


作 估 计时 ， 不 能 再 利用 边界 条 件 。 故 对 各 项 积分 的 估计 均 应 作 适 当 修 改 . 今 车 记 
Sn 二 Qn NTp, 则 


0 Ou 
-如 六) 
Qh 2 i i 
-人 Oz; 关 % dzdt -/ >》 uraijus; cos(n, Ti)dS. 


Sh 3 

由 于 

人 2 交 和 4 站 Bdedt 

=- 如 可 uz; dzxdt 一 人 aij)iuziue drdt 

3 > 5 ed 
利用 (aij) 的 对 称 性 知 
人 2 2 二 和 党 Bz; Br drdt 
(人 可 2 uzsdzat 二 > Qij Jt Urs a] 
h oj 

由 此 得 


守 视 :2 Bm 3 二 (让 dra 


1 
二 二 / Daunsde — | 》 aijunituajdz 
2 We 伺 1 23 
1 1 
(Qi) drdt 十 3 >》 (aiyuaituai cos(n,t) 
hj Sh i 


— 2aijutuz,; CoOs(n, Ti))dS. 
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又 


人 uiutdzdt = 了 v2dz 一 3 L U2dz 十 3 人 Ww cos(7 t)}dt, 

从 而 在 对 I2(t) 作 估 计时 ， 得 到 在 Su 上 的 积分 为 

/ (w? cos(n,t) 十 > ， QijUzi uz; COS(nN,t) —2 》， QijuUtUz; cos(T Ti))dS 

Sn bj 5 
= 3 a cos? (n,t) 一 2 aij COS(n, Ti) COs(n, DZ 让) 

十 2 Qij (Uzs COs(n,t) — us cos(n, zi)) (Uz; Cos(n,t) — us cos(n, 2;)))dS5 > 0 18) 
这 里 最 后 这 个 不 等 号 是 由 (oz ) 的 正定 性 与 边界 3 为 弱 类 空 向 曲面 的 特性 所 得 出 
的 ， 利 用 (1.15) 就 可 以 导出 


人 (a 二 De dr<C (mm 十 直 |, wardt+ 下 zt) 有 


以 后 的 推导 与 定理 1.1 完全 一 致 .证 毕 . 

与 定理 1.1 相仿 ， 当 we H?(Q@) 时 也 有 能 量 不 等 式 (1.14) 成 立 . 

利用 定理 1.2, 可 以 得 到 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 与 稳定 性 , 然而 我 们 还 可 以 得 
到 进一步 的 结论 ， 事实 上 ， 若 已 知 ve H?((0,T) x R") 以 及 Lu 二 0, 则 当 以 及 ur 
在 2o 上 为 零 时 ， 在 整个 8 上 w 恒 等 于 零 ， 而 不 管 u 及 wi 在 2o 外 取 什么 初 值 . 
换 句 话说 ，% 在 Q 中 的 值 唯一 地 由 有 限 区 域 Qo 上 的 初 值 决 定 ， 而 初始 时 刻 在 fo 
外 的 初 值 变 化 不 会 影响 到 在 8 中 的 取 值 . 这 就 得 出 一 般 二 阶 双 曲 型 方程 的 解 具 
有 有 限 传播 速度 的 特性 ， 而 当 友基 0 时 ， 这 一 特性 仍 可 作 相 应 的 表述 . 

在 数学 物理 方程 课程 中 我 们 已 知 波动 方程 的 解 有 这 种 特性 , 定理 1.2 就 把 有 限 
传播 速度 这 个 性 质 推广 到 了 一 般 二 阶 双 曲 型 方程 的 情形 .由 于 在 确定 P 点 的 依赖 
区 域 时 ， Ip 可 取 为 任 一 弱 类 空 向 曲面 故 若 取 它 为 特征 曲面 ， 就 可 得 到 P 点 的 
准确 的 依赖 区 域 . 


习 题 
1 ， 证 明 形 为 (1.1) 的 双 曲 型 方程 可 以 通过 自 变量 变换 化 成 (1.3) 的 形式 . 
2 .证 明 二 阶 双 曲 型 方程 (1.3) 满足 初始 条 件 (1.4) 以 及 边界 条 件 
攻 十 ou CR 一 0， IC 之 0 
的 瑟 2 解 满足 能 量 不 等 式 (此 时 的 能 量 积分 E(t) 的 表示 式 中 应 合 由 qs) 
3 .车 函 数 7(t) 非 负 ， 二 阶 连续 可 导 ， 且 满足 
I”(t) < C1T’(t) + C2T(t)}+ M, 


试 导出 T(t) 所 满足 的 估计 式 . 


. 136 . 第 4 章 双 曲 型 方程 


84.2 ”Cauchy 问题 解 的 存在 性 


能 量 不 等 式 还 可 以 用 于 证 明 双 曲 型 方程 解 的 存在 性 .本 节 中 将 利用 解析 逼近 
法 结合 能 量 不 等 式 来 证 明 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 解 的 存在 性 . 

1. 高 阶 能 量 不 等 式 

首先 我 们 要 把 能 量 不 等 式 (1.14) 推广 到 高 阶 的 情形 ， 仍 以 Q 记 弱 类 空 向 曲面 
人 与 平面 +=0 所 围 成 的 区 域 ， 对 于 Cce(G) 函数 凤 以 ulh) | 记 w(h,-) 在 02 = 
QN {t=h} 上 的 H" 模 ， 则 下 述 定理 成 立 . 

定理 2.1 设 veCec(G) 在 上 = 0 上 取 初 值 

ut=o = po(z)， lo = p1(7), 


则 对 ” > 1， 
h 
| ulh) lrg Cr ( po lz + pr 2 I | Leu,t) | 4 . (2.1) 


证 明 用 归纳 法 . 当 7r = 1 时， (2.1) 可 由 (1.14) 推 得 . 今 设 (2.1) 式 当 指标 
小 于 "7 时 此 式 成 立 ， 以 下 来 证 明 当 指 标 等 于 > 时 也 成 立 . 以 62(|a| < 7 一 1) 作用 于 
Lu, 可 得 

L(axu) = Oe Lu + Ru, (2.2) 
其 中 Ru 为 及 其 关于 x 的 直到 7 阶 导 数 的 线性 表示 式 . 利用 7 = 1 时 的 (2.1) 式 
可 得 


h 
osu(h) ig C1(ll 8suw(0) |l? + | 8.02u(0) | +/ (| Og Lu lo + | vlt) BR)ad). 
(2.3) 
将 (2.3) 关于 所 有 满足 |la| < + -1 的 重 指 标 a 作 和 ， 得 
h 
| ulh) lig Ci p(0) + | 1(0) 2 ， 和 (Lv lr + | wll2)at), 
再 利用 Gronwall 不 等 式 ， 可 得 (2.1) 式 关 于 指标 7 也 成 立 . 证 毕 . 
注 1 更 一 般 形式 的 高 阶 能 量 不 等 式 为 
Tr , hr—l | 
Du(h) yg Cr ( vollz + p12 +/ > 1 7,.) | (2.4) 
j=0 0 j=0 


式 中 f(t,*) = Zu 人 br > 1, 这 个 不 等 式 的 证 明 留 作 习 题 . 
与 $4.1 相仿 ， 在 (2.1), (2.4) 中 对 于 w 的 要 求 可 以 降低 为 ve H"+1(Q@), 又 在 
(2.1), (2.4) 中 的 常数 Cr 仅 依 赖 于 双 曲 算 子 工 的 系数 的 Cr 模 . 
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2. 解析 逼近 法 
现在 转向 讨论 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 解 的 存在 性 ， 我 们 仍 限于 讨论 齐 次 方程 


的 情形 ， 对 于 非 齐 次 方程 的 情形 ， 容 易 由 齐 次 化 原理 导出 . 
设 工 是 如 (1.3) 所 定义 的 二 阶 线性 双 曲 型 算 子 ， 考 虑 Cauchy 问题 : 


| Lu=0, (2.5) 
uli=0 = po(Z)， utli=0 = p1(2). (2.6) 


设 PP 为 位 于 半空 间 {t > 0} 中 一 点 ， 过 P 作出 的 弱 类 空 向 曲面 与 上 = 0 平面 围 成 
的 区 域 记 成 8. 相应 地 ， 您 ,Qn 的 意义 同 84.1 所 述 ， 则 有 下 述 定 理 . 
定理 2.2 ” 设 工 是 在 含 &% 的 开 集 中 具有 Cr+: 系数 的 二 阶 线性 双 曲 型 算 子 ， 
初始 条 件 
po € H"(f0), p1 € 五 一 (20)， r 之 1， 


则 问题 (2.5), (2.6) 在 @ 中 存在 唯一 解 u, 它 在 每 个 截面 2; 上 满足 
OuEH TIOQ), 0g<h<tp0<ij<r. (2.7) 


证 明 ”我 们 采用 解析 逼近 法 来 证 明 这 一 定理 ， 即 先 在 工 的 系数 和 初始 资料 都 
是 解析 的 情形 下 证 明定 理 ， 然 后 利用 能 量 不 等 式 逐 渐 降 低 对 系数 和 初始 资料 的 正 
则 性 要 求 . 

(1) 设 工 的 系数 解析 ， po,pl 为 多 项 式 ， 则 由 于 f26 为 有 限 区 域 . 所 以 由 
Cauchy-Kowalevskaya 定理 知 ， 存 在 充分 小 的 5 > 0, 使 得 在 Qs 中 存在 Lu = 
0, wlt=0 = oo ut 1t=0 = p1 的 解析 解 ， 这 个 解 可 以 用 适 级 数 法 构造 而 得 ， 而 且 和 解 在 
存在 范围 即 高 度 6 仅 取 决 于 方程 的 系数 ， 而 与 初始 条 件 无 关 ， 又 由 54.1 证 明 的 能 
量 不 等 式 可 知 ， 这 个 解 是 唯一 的 . 

(2) 我 们 说 明 上 述 解 可 以 延 拓 到 全 区 域 C 上 ， 而 且 在 工 的 系数 为 解析 函数 的 
假定 下 ， 只 要 go，y1 分 别 为 H+1 与 H" 函数 ， 就 可 以 得 到 在 8 中 的 五 于 解 . 
事实 上 ， 由 于 4o 为 有 限 区 域 ， 我 们 可 以 选取 多 项 式 序列 {fpok} ,{poik} 使 pok 一 
po(H"+t1(090)) 与 pi1k 一 91(H"(f20)). 由 (1) 中 已 证 明 的 事实 知 ， 对 每 组 ok，Pplk， 
可 以 在 Qs 中 得 到 Cauchy 问题 


Lu = 0, uli=0 = pok， ut |t=0 = PT 


的 解 ue. 这 里 需 特别 指出 的 是 ， 6 的 大 小 只 有 方程 系数 0i;, bi,c 的 解析 结构 有 关 
( 指 宕 级 数 展开 式 的 收敛 半径 、 最 大 模 ), 而 与 初始 条 件 无 关 , 故 5 与 上 无 关 . 于 是 ， 
由 在 Qs 中 的 能 量 不 等 式 可 得 


7 十 工 


】 2 2 
O_O (w(t) — w(t)) epi; < Cpor 一 Po 二 le 一 ae) 
j=0 
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从 而 由 {yor}, {pix} 在 相应 空间 中 的 收敛 性 知 ， 对 每 个 t € [0,6],，0<j < r 十 1， 
{uk(t)} 是 H"+1-i(02,) 中 的 基本 序列 ， 从 而 有 极限 Bu(). 

因为 在 t=65 时 ，w(6) 及 ui(6) 分 别 属于 HH"+1(Q5) 与 H"(f2;), 故 仍 可 利用 它 
们 作为 t= 5 时 的 初始 值 ， 再 继续 向 上 增加 的 方向 求解 . 由 于 5 的 大 小 只 与 工 的 系 
数 有 关 ， 故 只 要 这 些 系数 在 包含 G 的 某 个 开 集 内 解析 ， 那 么 所 得 解 的 存在 区 域 的 
高 度 5 就 可 以 先 于 初始 条 件 予 以 确定 ， 从 而 经 过 有 限 步 以 后 ， 就 可 得 到 整个 区 域 
Q 上 解 的 存在 性 . 

(3) 再 降低 对 工 的 系数 的 正则 性 要 求 . 若 工 的 系数 非 解析 函数 , 但 属于 Cr+1(@)， 
又 当 po E H"t,p1 € H" 时 ,可 以 证 明 H" 解 v 的 存在 性 . 事实 上 ， 这 时 可 以 取 解 
析 函 数 序列 {a%}, { 疏 }, {c*}, 它们 在 含 Q 的 某 个 开 集 内 解析 ， 且 在 9 上 这 些 函 数 
及 其 直到 r+1 阶 导数 分 别 收敛 于 ij,bi,c 及 其 相应 的 导数 ， 对 每 个 ,将 算 子 工 中 
的 系数 ai;,bi,c 用 a$, br,ck 代替 后 所 得 的 算 子 记 为 L*, 考虑 Cauchy 问题 

Lrw = 0, (2.8) 


uli=0 = po(zZ)， ut |t=0 = p1(7). (2.9) 
由 前 面 的 讨论 知 ， (2.8), (2.9) 的 解 uk 存在 ， Bu 人 be H+1-i() 对 0<j< 


7 十 1,0 和 ti<tp 成 立 ， 且 有 
7 十 1 


2 68 人 的 SC(leoll2a + leill?). (2.10) 
j=1 
由 注 1 知 这 里 的 常数 C 依赖 于 a$, 多 ,cr 的 前 r+1 阶 导数 的 最 大 模 . 由 于 
a£, bk, ck 的 前 "+1 阶 导数 分 别 一 致 收 傅 于 aij,bi,c 的 相应 导数 ， 故 (2.10) 式 中 C 
与 上 无 关 . 
现在 考虑 {wx} 的 收敛 性 . 为 此 ， 估 计 wx 一 ww, 它 满足 方程 
天 (wk 一 wk) = fkk’, (2.11) 


OO 


式 中 
fiw = 2 (CA ee ) Es 的 5 + (cs 一 cb)uk'， 
i,j 4 
uk 一 Uk! 还 满足 初始 条 件 
(ux 一 2 )z;0) = 0， 
(un 二 Ug’ )(Z;0) = 0. 
易 见 ， 对 一 切 满 足 0<t<tp 的 4 


Totiwl [2_1_; < Ekk’ Dolo (Der 


=0 
芝 ce (lpollr+1 + lpullr), 
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式 中 epyp' 在 k，k' 一 co 时 趋 于 零 . 于 是 由 (2.4) 式 知 


DN (url) — uw (PN; < CO'epw (lpollrrrt leir). 

1 一 0 
所 以 当 k,k' 一 ce 时 ， 该 式 左 端 也 趋 于 零 . 这 说 明 wn 存在 极限 u, 且 Biv(t) € 
万 -5i(D) 对 0< 和 ti 有 和 tp,0 和 7 和 r 成 立 ， 又 尽 满 足 方程 (2.5) 及 初始 条 件 (2.6). 

(4) 在 第 (3) 点 中 我 们 得 到 了 H" 解 v 的 存在 性 ， 再 次 利用 能 量 不 等 式 还 可 以 

将 关于 初始 资料 的 要 求 降低 为 po e 五 "(Do),pr e H"”1(f20), 从 而 使 关于 初始 资料 
正则 性 的 要 求 与 关于 解 的 正则 性 结果 是 相 匹 配 的 . 事实 上 ， 若 po e H"(f20),p1 € 
HH”-1(Q20), 则 可 以 先 作 H"+1(020) 与 H"(f20) 中 的 序列 {p68}, {pf}. 由 前 面 的 讨论 
知 ， 对 每 组 {yp$}, {gp*}, 方程 (2.5) 的 Cauchy 问题 有 解 uk, 且 关 于 wx 一 wr' 有 估计 
式 


O(n(t) — wi (EN; 
< C(| 98 — p8 B00 + pt — pe Nic0o)) 
由 此 可 得 知 {人 Ww} 收敛 . 记 ux 的 极限 为 如 则 wv 为 Cauchy 问题 (2.5), (2.6) 的 
解 ， 且 Oiu(t) e Hi(0@,). 证 毕 . 
利用 嵌入 定理 可 知 , 当 r > | 
解 . 


n+l1 


> 一 | +2 时 ， 定 理 2.2 中 所 得 到 的 解 即 为 古典 


习 题 
1 .证 明 能 量 不 等 式 (2.4). 
2 ， 请 思考 ， 解 析 台 近 法 能 否 用 于 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 的 求解 


84.3” 初 边 值 问题 解 的 存在 性 
1. 取 值 于 Banach 空间 的 函数 


本 节 中 我 们 讨论 方程 (1.3) 满足 定 解 条 件 (1.4), (1.5) 的 初 边 值 问题 解 的 存在 
性 ， 以 下 将 用 Galekin 方法 来 证 明 这 一 点 . 首先 ， 我 们 要 对 问题 的 解 作 一 些 新 的 解 
释 . 
在 研究 随时 间 演 化 的 偏 微分 方程 时 ， 时 间 变 量 t 有 着 特殊 的 地 位 ， 未 知 函 数 
u(t,z) 可 以 看 成 是 变量 t 到 某 个 函数 空间 的 映射 ， 这 里 我 们 先 对 取 值 于 Banach 空 
间 的 函数 作 个 简单 的 介绍 . 
设 B 是 Banach 空间 ，J 是 Rl 中 的 开 区 间 To < 上 < 厂 . 映射 上 :JJ 3 上 喇 
f(t) e B 称 为 定义 在 J] 上 取 值 于 Banach 空间 B 的 函数 . 当 B 是 复 平面 C- 时 ， 
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/ 就 是 常 义 的 复 值 函 数 ， 与 常 义 的 函数 相仿 ， 我 们 可 以 引进 连续 和 导数 的 概念 . 设 
to € (To, 厂 ), 着 当 此 一 to| 一 0 时 , 有 f(t) -Ato)l 一 0( 这 里 的 | .| 都 是 指 Banach 
空间 B 中 的 范 数 ), 则 我 们 就 说 f(t) 在 如 点 连续 ; 若 f 在 (To, 五 ) 上 点 点 连续 ， 则 
称 是 / 上 的 连续 函数 ， 记 为 fe C(J,B). 又 若 存在 re B, 使 


| | 0， 当 / 0 (3.1) 


则 称 了 在 如 点 可 导 , 且 导 数 f(to) = z. 如 果 f'(t) e C(J,B), 那么 我 们 就 称 f 在 J 
上 一 次 连续 可 导 ， 记 为 f(t) e C1(J,B). 以 此 类 推 ， 可 定义 k 次 连续 可 导 的 概念 . 
在 上 述 的 定义 中 ， (To, 卫 ) 可 被 [70, 太 ), (Tb, 玫 ] 或 加 ,五 ] 所 代替 ， J 也 可 被 R* 
中 任 一 开 集 所 代 蔡 ， 从 而 也 可 有 相应 的 偏 导数 概念 . 

与 常 义 函 数 的 积分 理论 相仿 ， 对 于 取 值 于 Banach 空间 的 函数 ， 我 们 也 可 以 引 
进 可 测 函 数 以 及 积分 的 概念 . 

设 J 是 有 限 个 不 相交 的 可 测 子 集 {Ek}(k = 1,…,ko) 的 并 集 ， 且 


f(t)= zx €B, 当 t Ee Exr(k = 1,..., ko), (3.2) 


则 我 们 称 f(t) 为 阶梯 函数 . 
定义 3.1 设 f(t) 是 定义 在 J] 上 取 值 于 Banach 空间 B 的 函数 . 若 存在 一 阶 
梯 函 数列 {f(t)}, 满足 


| 六 的 一 7 一 0 一 co)， 在 J 中 几乎 处 处 成 立 ， 


则 我 们 称 f(t) 为 强 可 测 函 数 (以 下 简称 为 可 测 函 数 ). 
连续 函数 必 是 强 可 测 的 . 又 由 定义 3.1 可 知 , 强 可 测 函 数 f(t) 的 范 数 f(t) 是 
7 了 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 . 对 于 阶梯 函数 f(t), 若 它 在 BE 上 取 值 zk, 我 们 可 定义 


Tl ko 
/ f(t)dt = 》 zip(Ex), (3.3) 
To k=1 
式 中 J(Bx) 表示 集合 Ex 的 测度 ， 从 (3.3) 立即 可 得 


| ah “Jat 


定义 3.2 ” 设 f(t) 是 强 可 测 函 数 ， 且 ja es L1(J), 那么 我 们 称 f(t) < 
L1(J,B). 
对 于 L'(J,B) 函数 f(t), 可 以 仿照 Lebesgue 积分 的 定义 方法 定义 


T1 
< Odt (3.4) 


T1 
s0)= | sat (3.5) 


84.3 初 边 值 问 题解 的 存在 性 . 141 . 


它 是 (J,B) 一 B 的 线性 连续 映射 称 为 Bochnel 积分 . 若 f(t) e L1(J,B), 定义 
f 的 范 数 为 


了 1 
a 人 If Clas, (3.6) 


则 可 以 证 明 L1(JB) 是 一 Banach 空间 ， 且 C>(J,B) 在 L1(J,B) 中 稠密 . 
车 f(t) 是 可 测 的 ， |jfGle € L?(J),1 < p < +oo, 这 种 函数 的 全 体 记 为 
L?(J,B), 则 它 也 是 Banach 空间 ， 其 范 数 为 


TT 
oon = (/ Olea (3.7) 


C>(J,B) 按 此 范 数 在 L?(J,B) 中 是 稠密 的 . 

在 实际 应 用 中 B 经 常 取 为 Sobolev 空间 Hm"(Q), 这 里 2 为 R* 中 具有 光滑 
边界 的 开 区 域 . 若 取 B = L2(f), 则 由 L7(J,B) 的 定义 易 知 : LL?2((0, 了 T),L?(0)) = 
L2((0,T) x 1). , 

利用 取 值 于 Banach 空间 函数 的 概念 对 于 初 边 值 问题 (1.3)~(1.5) 可 以 作 新 的 
解释 . 例如 ， 取 空间 B 为 (0), 这 样 就 将 边界 条 件 (1.5) 包含 在 未 知 函 数 所 属 的 
空间 之 中 . 对 上 的 正则 性 要 求 可 有 所 不 同 ， 例 如 ， 我 们 可 寻求 问题 (1.3)~(1.5) 的 
C2([0,T], 8H3(0)) 解 等 . 这 里 ， 在 方程 (1.3) 中 心 关于 z 的 导数 按 巧 (2) 中 元 素 的 
广义 导数 来 理解 .由 于 wv 及 其 关于 t 的 导数 是 连续 的 ， 故 初始 条 件 (1.4) 的 含义 是 
明白 的 .又 根据 情况 ， 函 数 u 关于 t 的 正则 性 可 以 减弱 . 


2， Galekin 方法 


以 下 我 们 利用 Galekin 方法 来 证 明 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 (1.3)~(1.5) 解 的 
存在 性 . 在 此 先 简 述 Galekin 方法 的 主要 思想 . 若 要 寻求 方程 (1.3) 的 初 边 值 问题 
的 解 ， 它 是 取 值 于 空间 三 (2) 的 函数 ， 可 先 在 Hi(8) 中 寻求 一 递增 的 有 限 维 线 
性 子 空间 序列 {vy}, 使 (8) = UB. 由 于 三 (8) 在 (8) 中 稠密 ， 故 UE 按 
三 (2) 的 范 数 作 闭 包 即 得 L*(2), 利用 H6(82) 与 到 (2) 在 BE 上 的 投影 我们 可 以 
把 原来 的 偏 微分 方程 定 解 问题 化 为 一 个 常 微分 方程 组 的 初 值 问 题 ， 在 得 到 常 微分 
方程 组 的 解 以 后 ， 经 组 合 得 到 原 问题 的 近似 解 ， 再 证 明 v 一 co 时 这 个 近似 解 收敛 
于 所 要 求 的 解 . 

定理 3.1 设 woe HI(0),p1 EL3(0),f e712((0,T) x 8), 则 存在 唯一 的 函数 
uv € L%([0,7T], HG(202)), 使 得 


ut € L™([0, T], L?(0)), 


并 满足 (1.3) 与 (1.4). 
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证 明 如 第 2 章 定 理 2.11 所 述 ， 我 们 可 以 通过 解 Laplace 算 子 的 特征 值 问 题 
找到 B33(8) 中 的 一 个 基 {wi,… ,wu,…} 使 它 同 时 在 L2(0) 中 形成 一 个 完备 的 标 
准 正 交 系 . 记 EE, 是 wi,…,w, 所 张 成 的 线性 子 空间 .由 {ww} 在 砚 (0) 中 的 完备 
性 ， 我 们 可 以 选择 系数 yp, 使 
Pov = >》 pbwr (3.8) 


在 码 (8) 中 收敛 于 po, 然后 定义 us(t)(k = 1,…,v) 为 常 微分 方程 组 初 值 问题 


(ut) +a E 2 Dw (f, Wk), (3.9) 
us(0) = 90， (3.10) 
(wz)40) = (ol ws) (3.11) 


的 解 . 这 里 ，(-); 表示 括号 内 的 函数 关于 参数 t 的 导数 . 在 不 引起 混淆 之 时 , 也 常 省 
略 下 标志 (.，) 表示 L2(0) 空间 中 的 内 积 。 (3.9) 中 的 a 为 二 次 形式 , 当 v1,v2 e Hi 
时 ， 


Ov1 
a(t; v1,v = |/ Qi br) bi(t, 7)— v2 — c(t, rT)viv2 | drdt 
( 1 2) 全 卫 i( ) a7. Oz; 3 ( ) 37 2 ( ) 1 ] 


其 中 


n n 0 
M(t,z, 寺 ) 二 一 2 2 (sts) ) 十 > bilt, 7) 十 c(t, 7). 


‘ i=1 


而 (M (bz 部 ) v9) 应 理解 为 五 -1(D) 的 元 素 对 到 (2) 函数 之 作用 ， 于 是 


a (a Wun] - Djal (t; wj;, wk) ud, (t) (3.12) 
J=1 j=1 


在 w1,…,w, 已 确定 的 情况 下 ， (3.9) 就 是 忆 (t)(k = 1,…,v) 的 二 阶 常 微分 方程 
组 . 故 当 fe Li([0, 了 T], 2(8)) 时 它 有 解 ， 且 解 必 伯 为 的 C! 函数 ， 作 


u(t) = > Uk (t) wy, (3.13) 


k=1 
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则 
w(t) € C(I0,T], He (2)), 
且 由 (3.9) 知 (wz)# es ZL 0, 了], 从 而 
w(t) € L (0,T], He(0)). 
利用 {ws} 是 到 (2) 中 的 标准 正 交 系 的 性 质 ， 可 以 将 (3.9) 改写 成 
(ww wk) 一 (M (i,z, 2 )u ot) =(fwr), 1<k<wr, (3.14). 


从 而 (3.14) 式 可 以 视 为 方程 (1.3) 在 及 上 的 投影 . 今 对 (3.14) 中 第 个 方程 乘 以 
(wz) 关于 大 相 加 ， 即 得 


(wz wz) 一 (M (bz, 2 )w uy,) = (f,u,), (3.15) 
从 而 我 们 可 利用 $4.1 中 同样 的 方法 来 证 得 能 量 不 等 式 


lw (bzacp) 十 ls (DL) 
<C(llwv(0)zavp) 十 llw, (0) lzzcg,) 十 | fli2c0.)); (3.16) 


其 中 Qi = (0,t) x 8. 据 w 初 值 的 选取 方法 知 (3.16) 式 右 端 又 被 
Clllpollirico,) + pillt2c0) + Nf 2007)) 


所 控制 . 
将 (3.16) 式 两 边关 于 t 从 0 到 了 积分 ,可知 w 在 空间 Z2([0, 姑 , 而 (9)) 中 
形成 一 有 界 序列 ， (ww)t 在 空间 L2([0, 了 T], Z2(2)) 中 也 形成 一 有 界 序列 ， 故 可 从 中 
取出 一 个 子 序列 ,不 妨 仍 记 为 ww, 它 在 [2(|0,T], (0)) 中 弱 收 敛 于 几 而 (w)i 在 
ZL2([0, 了 T], L2(0)) 中 弱 收 敛 于 uz. 
现在 证 明 v 满足 方程 (1.3) 与 初始 条 件 (1.4). 利用 (3.14) 及 ww 的 弱 收 敛 性 质 
可 知 ， 在 L2[0,T] 中 (wwx) 弱 收 敛 于 


(M (sz, 2 jut wp) 
但 是 ， 由 于 (wwk) 弱 收 敛 于 (w wp), 故 按 广义 函数 导数 与 极限 的 意义 有 


(wu au) = @ 
vy Wk) = 7 (Uv, Wk) 
2 


ad 
一 Wwk) = (wu’, Wk )， 
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利用 {wv} 在 到 (2) 中 的 完备 性 ， 对 任 一 C>((0, 了 T), L2(8)) 函数 h， 
(92uw 站 = (M 人 7， 总) 下 六 (3.17) 
所 以 习 满 足 方程 (1.3). 
以 下 说 明 %% 的 正则 性 ， 从 而 说 明 v 可 以 在 t= 0 上 取 到 其 初始 条 件 . 注意 到 
(3.16) 右 端 可 以 被 一 个 与 无 关 的 常数 所 控制 ， 所 以 有 
| 人 的 aco) 和 C， (bzzco) < C (3.18) 


对 于 一 切 > 成 立 ， 因此 


0 [oO 站 olan) 


对 任意 v 与 p 都 不 超过 常数 C, 从 而 从 {uw} 中 又 可 选取 一 子 序 列 (不 妨 仍 用 {ww} 
记 之 ), 使 ww 在 LP([0,7], 码 (0)) 中 弱 收 化 ， 且 (ww) 在 I7([0,T], ZL2(0)) 中 也 弱 收 
敛 ， 于是， 由 极限 的 唯一 性 知 ， 前 面 所 得 到 的 解 满足 

ue I7([0,T), HQ), we Lr(l0,T), 12(0)). 
又 由 于 IL? 空间 中 弱 收 剑 极限 元 素 的 范 数 不 超过 序列 中 元 素 范 数 的 上 极限 , 我 们 有 


由 Old <c (fo sj <c (3.19) 


对 任意 bp 成 立 ， 再 利用 下 面 的 引 理 3.1 就 可 得 
u EL™([0,T], HO(OQ)), ve L™([0,T],L2(0)), 
且 它 们 的 相应 范 数 也 被 常数 C 所 控制 . 

引 理 3.1 者 对 一 切 满足 1 < p < oo 的 指数 pw € L? (8), 又 lullzs < C, 则 
u EL™(0), HB po 00 时 |lullrz = lullr~. 

我 们 暂 将 引 理 3.1 的 证 明 留 在 后 面 ， 而 在 这 里 继续 定理 3.1 的 证 明 . 由 于 we 
L”([0, 了 T], 2(8))， 所 以 至 多 改变 v 在 [0,T] 上 一 个 零 测 度 集 上 之 值 ， 可 使 ue 
C([0, 了 T], 52(0Q)). 又 利用 方程 (1.3) 以 及 了 所 满足 的 性 质 可 知 ws e L1([0,T], H-1(0))， 
所 以 在 同样 意义 下 ， ws € C([0,7 了 ,五 (2)). 于 是 u(0), wi(0) 都 有 确定 的 意义 . 

今 来 验证 u(0) = po(z),ui(0) = pi(z). 记 v= wv 一 v, 对 于 任意 wp € Ce(D)， 


(v,(0), 9) = (v(t), 9) — | Cn 
在 [0,7] 中 积分 ， 得 
T(uv(0),Pp) = [i v(t), 9)dt — [ [wt p)drdt. (3.20) 
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由 ww 在 到 (07 三 (2)) 中 弱 收 敛 于 零 ， 因 而 (3.20) 右 端 第 一 项 趋 于 零 ， 又 由 v 
在 到 ([0, 玉 ,到 (9)) 中 弱 收 敛 于 零 知 ， 对 一 切 


/ (v,(7), p)dr — 0. 
0 


1 ,par 


另外 ， 我 们 有 估计 式 


t 
< | A 
| 
eA 
0 


由 (3.16) 式 知 , 它 被 一 个 与 无关 的 常数 控制 于 是 由 控制 收敛 定理 知 ，(3.20) 右 
端 第 二 项 也 趋 于 零 ， 故 得 


(vu(0),p) =—0, vpeL2(n). (3.21) 


这 说 明 w(0) 弱 收 敛 于 wu(0). 但 由 (3.10) 知 w(0) 一 po, 故 得 w(0) = 
又 对 于 前 面 选 定 的 wi, wo,…， 


(oa = (wu 一 A (vA(7), wi)dr, 
关于 + 在 [0,T] 上 积分 , 得 
大 (0 大 让 三 fe We [ fe i (3.22) 
0 


因为 对 上 式 右边 第 二 项 不 能 用 控制 收敛 定理 ， 故 需 利 用 方程 (1.3) 与 (3.14) 作 进 一 
步 分 析 . 由 于 满足 方程 (1.3), 故 对 任意 w;， 


(wv , wj) 一 (M(t,z, 2 )u wi) = (f,w;). 
而 由 (3.14) 知 ， 当 j <v 时 ， wj 也 满足 此 方程 ， 从 而 在 7 < v 时 ， 
(ov (7), wi;) = (Mov, wj), 
于 是 T FT t 
ye A eh 上 Cy , . Co ar (3.23) 


从 而 与 前 面相 仿 ， 可 以 证 得 对 任 一 wj, 在 v 一 co 时 (因为 v 趋 于 无 穷 ， 故 > 最终 
必 大 于 刀 ， 
(v,(0),w;) 一 0. (3.24) 


由 {wj;} 的 完备 性 以 及 (3.11) 式 知 wu,(0) 一 ol, 故 得 u(0) = gp1. 
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3. 唯一 性 的 证 明 

为 完成 定理 3.1 的 证 明 , 还 需 证 明 解 的 唯一 性 . 在 $4.1 中 我 们 已 证 明了 H?((0,7) 
x0) 解 的 唯一 性 ， 但 由 于 这 里 所 得 到 的 解 v 的 正则 性 要 差 一 些 ， 故 不 能 直接 应 用 
能 量 不 等 式 (1.9), 而 需要 另行 证 明 ， 以 下 的 基本 想法 就 是 对 关于 上 进行 一 次 积 
分 ， 提 高 其 正则 性 ， 从 而 可 应 用 已 建立 的 能 量 不 等 式 . 

设 we L%([0,T], 琢 (0)),w es L>([0,T],I2(0)),u 满足 齐 次 方程 


Wtt 一 M(t, 7, 二 =:0 (3.25) 


以 及 初始 条 件 u(0) = ui(0) = 0. 令 U(t) = [6 ur)dr, 将 方程 (3.25) 写成 


2 
5 全 M (z,t, 识 )" + Ms (z t, 2)9 =0, (3.26) 

其 中 

0 mn、 8U\、 忆 OU 

M, (za 元 )D 全 二 (Ce 7 死 ) 证 > balt, 2) Fe 十 ca) 

将 (3.26) 积分 ， 利 用 初始 条 件 可 得 

B82U 0 ; 0 

De M(t, 7， 元 ) 二 一 人 Mr (7, T， 元 ) U(T, x)drT. (3.27) 
因为 


Ue L®([0,T], H3(f)), Uw € L™?([0,T),L?(0)), 


—Mi(z,7, 2)0 < L%(10,T), H-1(0)), 


所 以 可 对 (3.27) 两 边 乘 以 7 并 积分 (或 理解 为 泛 函 的 作用 ) 
再 利用 84.1 中 证 明 能 基 不 等 式 时 所 用 的 方法 ， 可 以 得 到 类 似 于 (1.10) 的 表达 
式 


A (U2+ “> U2 )az|,_, 
< Cn (v? 十 5 02), , +O1 J (we 十 人 a dzdt 


| fon(-f Mr (7, 2, 二)D(rizjdrjdzdta| (3.28) 
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在 上 式 右边 最 后 一 项 中 ,将 Jo [01 xdrdt 改写 成 J 三 xdtidr, 这 项 即 化 成 


A 上 (Ul(t, x) )Mr(mz， 元 )Drajdnar 
易 知 ， 此 项 的 绝对 值 小 于 
Or (wea t, 7) U2 (t,x) + U2(7, 2) 十 Does] dzdr. 


代入 (3.28) 并 利用 初始 条 件 可 得 
(CDEB <of Bl(r (3.29) 


式 中 


P/N 2 2 2 
E(t) = | ( +U: | dr 
表示 函数 U 在 时 刻 t 的 能 量 ， 由 (3.29) 式 以 及 包 (0) = 0 易 得 t < 六 时 B(t) = 0. 
于 是 在 t< 方 时 U(t) = 0, 进而 知 u(t) = 0. 反复 利用 这 一 方法 ， 可 得 到 对 任意 的 
te [0, 旭 ,utb = 0. 这 就 是 唯一 性 ， 证 毕 . 
4. 附注 


现在 我 们 来 补充 引 理 3.1 的 证 明 . 
引 理 3.1 的 证 明 ”用 反 证 法 . 若 引 理 结论 不 成 立 ， 则 存在 8 的 子 集 21, 其 测 
度 measf =6>0, 而 在 上 大 于 C+e, 则 


lulzs > ( (人 uraz)” sas (3.30) 


当 p 充分 大 时 ， 右 边 大 于 C, 从 而 导致 矛盾 . 因此 we L%, 是 llz= < C. 
又 若 记 M = llullz<, 对 任 一 e > 0, meas{z;|u(z)| >M- Ee} 必 为 正 测 度 . 将 此 


测度 记 为 51, 则 
lullr» > 电 apa] > (M —e)o?, 
lul>M-—e 


在 2 充分 大 时 必 有 lullzz > M 一 2e. 这 就 说 明 |ullzs 一 |lul|iw. 证 毕 . 
更 细致 的 分 析 ， 可 以 将 定理 3.1 中 的 条 件 f € 2((0,T) x 0) 减弱 为 f Ee 
L1((0, 了 ), L2(0)) 仍 有 同样 的 结论 ， 此 处 从 略 . 
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对 于 问题 (1.3)~(1.5), 当初 始 条 件 与 方程 右 端 项 f 有 更 高 的 正则 性 时 , 解 u 也 
可 以 有 更 高 的 正则 性 ， 如 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 3.2 设 

po E HIN)INHN), oie HI(N), 
f € £2([0, 7T], Ha (1)), fi E L2([0, T], L2(2)), 
则 问题 (1.3)~(1.5) 的 解 为 
u EL™([0,7], He(f)N HN)) 
且 
us Eee(0T BO))， vi € L™([0,T], Ln)). 
本 定理 的 证 明 当 作 习 题 . 
习 题 

1. 对 于 取 值 在 Banach 空间 B 的 函数 构成 的 空间 L?(J,B), CF (J,B) 等 , 证 明 Ce*(J,B) 
在 L?(J,B) 中 稠密 . 

2. 试 证 明定 理 3.2. 

3. 若 在 初 边 值 问题 (1.3)~(1.5) 中 ， 将 边界 条 件 (1.5) 改 成 Neumann 条 件 2 = 0, 试用 
Galekin 方法 讨论 其 解 的 存在 性 . 


84.4 对 称 双 曲 组 


1. 对 称 双 曲 组 及 其 Cauchy 问题 


这 一 节 中 我 们 介绍 一 类 含 多 个 自 变量 的 一 阶 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 组 ， 即 对 
称 双 曲 型 方程 组 ， 或 简称 为 对 称 双 曲 组 .许多 数学 物理 中 的 偏 微分 方程 (组 ), 如 气 
体 动力 学 方程 组 ， Maxwell 方程 组 等 都 可 以 化 为 一 阶 对 称 双 曲 组 ， 对 称 双 曲 组 有 
很 多 性 质 与 二 阶 双 曲 型 方程 相似 , 而 二 阶 双 曲 型 方程 的 一 些 研 究 方法 , 特别 是 能 量 
积分 法 对 于 对 称 双 曲 组 也 十 分 有 效 ， 所 以 我 们 在 本 节 中 对 此 作 较 详细 的 讨论 . 
考察 n 个 自 变量 m 个 未 知 函 数 的 一 阶 偏 微分 方程 组 


Ou 


这 里 hi,B 均 为 mx m 算 阵 ，w, 好, 了 均 为 具有 mn 个 分 量 的 列 向 量 ， 当 4,B,f 
的 每 个 分 量 都 仅 为 z 的 函数 时 ， (1.1) 为 线性 的 ， 方程 组 (4.1) 的 特征 方程 为 


Q() = det > 4i(zZ)6| = 0. (4.2) 
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对 于 z 空间 中 的 固定 点 ， 若 方向 (&1,… ,én) 满足 (4.2) 式 ， 则 称 为 特征 方向 . 如 果 
在 z 空间 中 某 曲面 p = 0 上 每 点 的 法 向 为 特征 方向 ， 则 称 此 曲面 为 特征 曲面 . 

当 (4.1) 中 和 矩阵 4i(z) 为 对 称 阵 ， 且 和 矩阵 4i(z) 的 某 一 个 线性 组 合 2 ai 4; 
为 正定 阵 时 ， 称 方程 组 为 一 阶 对 称 双 曲 组 , 并 称 过 z 点 的 方向 a = (a1,…,an) 为 
类 时 向 . 

与 二 阶 双 曲 型 方程 的 情形 相仿 ， 如 (4.1) 为 对 称 双 曲 组 ，R" 中 的 曲面 5 满足 
条 件 : 5 上 每 一 点 的 法 向 (v1,… ,wn) 均 为 类 时 向 ， 即 使 得 矩阵 ”wm4i; 为 正定 
阵 ， 则 称 5 为 类 空 向 曲面 . 又 若 S 上 每 点 的 法 向 使 矩阵 并 ”vi4; 为 半 正 定 阵 ， 
则 称 $ 为 弱 类 空 向 曲面 . 

若 (4.1) 为 对 称 双 曲 组 ， 任 选 定 一 个 时 向 为 坐标 轴 方 向 ， 可 以 通过 R" 中 的 华 
标 变换 使 zi 方向 为 时 向 ， 即 (4.1) 中 A1 为 正定 ， 而 此 时 又 可 以 通过 未 知 函数 的 变 
换 ， 将 方程 组 化 成 41 为 恒 等 矩 阵 了 的 形式 ， 事 实 上 ， 由 于 4i 为 对 称 正 定 阵 ， 它 
可 以 写成 41 = S75 的 形式 ， 令 Su = ww (4.1) 即 变换 成 


~ 0S-! 
TO -10u -1 | 
S 5 AiS + (2 3 ) f. 


再 在 两 边 乘 以 (57)-1 ,就 将 部 -一 的 系数 阵 化 成 矩阵 而 沁 ot > 1) 的 系数 阵 为 
(S57) AiS™), 它 仍然 是 对 称 生 库 今后 为 讨论 方便 起 见 ， 我 们 记 这 个 特定 的 时 向 
为 t, 而 以 n 记 其 余 空 间 变 量 的 个 数 (即将 (4.1) 中 的 R" 改 成 R"+1). 从 而 所 考察 
的 对 称 双 曲 组 的 形式 改 为 


A -十 Bu 一刀 (4.3) 


此 时 ， 上 t 方 向 自然 为 类 时 向 当 系 数 为 连续 函数 时 ，t 方 向 的 邻近 方向 仍然 为 类 时 
向 . 

二 阶 线性 双 曲 型 方程 可 以 通过 引入 新 未 知 函数 的 方法 化 为 一 阶 对 称 曲 组 ， 事 
实 上 ， 若 给 定 二 阶 线性 双 曲 型 方程 


ut 十 2 Qiuit 一 > QipUik 十 bou 十 二 biui+ cu=, (4.4) 
?一 | i,k=1 211 


其 中 wwie uk 分 别 表示 5， 2 可 2 -矩阵 (ait) 为 正定 ,我 们 可 引入 = 


于 ,wi 一半 ， 将 (wayou mn) 视 为 未 知 函 数 VV, 则 可 以 得 到 关于 V 的 


Vv, v0 三 
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方程 组 为 
Ov 
Bt Pe vo rs 0， 
Ovo Ovo Ov: . = 
tt 
Ovk Ovo 
Dj ok pe po /~ sl 
| ot ge 
或 写成 矩阵 的 形式 : 
1 0 0 2 
0 1 0 0 vo 
0 all a 4 
1 | a 网 的 
0 0 anl Qnn Un 
0 9 
0 2ai 一 ai 1: —ani vo 
n | ) 
十 > ， 一 01; 全 
人 . 0 Oxi : 
0 —Qni hy 
0 -1 0 ...0 Vv 0 
c bo bi bn, vo f 
十 0 v1 = 0 》 (4.6) 
Un 0 


(4.6) 就 是 一 阶 对 称 双 曲 组 . 容易 证 明 , 对 于 古典 解 来 说 , 方程 (1.9) 与 方程 组 (1.10) 
是 等 价 的 . 


2. 对 称 双 曲 组 Cauchy 问题 的 能 量 不 等 式 


与 二 阶 双 曲 型 方程 的 讨论 相似 , 我 们 导出 对 称 双 曲 组 的 能 基 不 等 式 , 它 在 证 明 
方程 组 解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 说 明 解 具有 有 限 依赖 区 域 的 特性 等 问题 中 起 着 重 
要 的 作用 . 这 里 先 讨论 Cauchy 问题 的 能 量 不 等 式 ， 在 下 一 段 再 讨论 初 边 值 问题 的 
情形 . 

如 上 一 段 所 述 , 以 下 讨论 形式 为 (4.3) 的 对 称 双 曲 组 . 过 上 > 0 半空 间 中 任意 点 
P, 向 下 作 一 个 曲面 Tp, 这 个 曲面 除 已 点 以 外 都 是 光滑 的 ， 且 为 弱 类 空 向 曲面 ， 即 
对 于 Tp 上 任 一 点 的 法 向 (6 如 ), 均 有 7T+ 二 64i > 0. 将 Tp 与 1 二 0 平 
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面 所 围 成 的 区 域 记 为 &. 对 任意 的 h < tp, 作 平 面 上 = 几 它 被 Tp 所 截 得 的 部 分 记 
为 你 . 将 [4, f20, Tp 所 围 成 的 区 域 记 为 Qu 对 于 定义 在 & 上 的 函数 将 它 在 人 2 
上 的 迹 记 为 u(h), 并 记 


1/2 
lu = ( 让 lasu 四 (4.7) 


fn [lalgr 


则 可 以 建立 Cauchy 问题 的 能 量 估计 . 
定理 4.1 ” 设 方 程 组 (4.3) 的 系数 在 Q 上 具有 max(1,7) 阶 连续 导数 ， w(t, z) 
为 (4.3) 的 连续 可 微 解 . 若 与 f 都 具有 直到 7 阶 的 连续 偏 导 数 ， 则 成 立 能 量 不 等 


六 了 
Dios 0. Dolado s+ { Dla) 


其 中 Cr 是 仅 依赖 于 7 的 常数 . 

证 明 (4.8) 式 也 称 为 7 阶 的 能 量 不 等 式 , 我 们 先 考虑 (4.8) 式 相应 于 ”= 0 的 
佑 计 式 . 

引入 变换 “= exiu, 代入 (4.3) 式 得 


Hertv + ert + ert 4 站 四 et Be 上 ou = f, 
如 + 守 (4 总 + 00) (7 实 瑞 及 =- 
Ti 记 1 
当 取得 充分 大 时 ， 恒 可 以 使 


nn 
了 B,=HT-=》 +B>-. (4.9) 
2 


将 (4.9) 式 两 边 与 2v 作 内 积 ， 并 在 上 = 0,t=h,Tph(TP 夹 在 t= 0 与 t= 的 那 一 
部 分 ) 所 围 成 的 区 域 Qn 中 积分 . 由 于 4; 均 为 对 称 阵 ， 故 可 得 


0 
A 名 a V+ AivV) 十 24 ， Bi dot 
= / 2v. fe tqdrdt. 
Qh 
利用 Green 公式 ， 可 得 
. var— war+t | J: rt 6A jus 
fn 420 Tpph 并 


+| 2o Buvdzdt = | 2v. fe rtdrdt. 
Qh Qh 
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由 于 B， > 了 ;TP 又 是 弱 类 空间 的 ， 所 以 上 式 左边 第 三 项 积分 不 小 于 零 ， 因 而 有 


var< 上 wart 2o emdzdt— 上 v2dzdt. 
2h f20 Oh Qh 


如 在 证 明 二 阶 双 曲 型 方程 能 量 不 等 式 时 所 作 的 那样 ， 利 用 Schwarz 不 等 式 与 Gron- 
wall 不 等 式 ， 可 导 得 


h 
vllo < c( lw(o)llo +/ joke) (4.10) 
从 而 有 
2 2 2 
utllo < Co ( lu(O)llo +/ | bl 4] (4.11) 


为 了 得 到 高 阶 的 能 量 不 等 式 ， 只 需 将 (4.3) 关于 z 进行 微分 ,导出 关于 的 导数 所 
满足 的 方程 组 ， 再 进行 估计 . 
例如 ， 将 (4.3) 关于 zx 微分 ， 并 记 由 = es 可 得 


Te + OA; Ou Ou OP _ of 
党 + 二 4 党 + Do 


将 vu 与 U1 ,Un 的 方程 组 联 立 在 一 起 ， 视 为 变量 U = (2 U1 , Un) 则 得 含 
Na+l) 个 分 量 的 向 量 Z 所 满足 的 方程 组 


OU 洛克 .这 区 
人 = 4.12 
Oe nn HO (4.12) 
其 中 
A 
A 
Ai; > 》 
A 
B 0 0 
0B OAi 04, 
Be Bz1 
B= | 
0B 0A B+ Ohn 
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f 
of 


Oz1 


hi 
|| 


of 

Be 
由 于 4 是 由 4: 组 成 的 块 对 角 降 ， 所 以 Tp 对 于 (4.12) 来 说 仍 为 弱 美 空间 的 .于 是 
对 于 UV 可 以 得 到 零 阶 的 能 量 估计 式 .这 就 是 说 对 也 -，…, 广 均 有 7 模 估计 


利用 方程 (4.3) 本 身 ， 又 可 以 得 到 名 的 [2 模 估计 ， 将 4 以 及 4 的 所 有 导数 的 [ 
估计 式 联合 ， 即 得 一 阶 能 量 估计 式 ; 


h 
le < Gi (uO + eo). 


至 于 "7 阶 的 能 量 不 等 式 也 可 用 类 似 方法 得 到 . 证 毕 . 

从 以 上 证 明 过 程 可 见 ， 如 果 只 要 求 成 立 零 阶 能 量 不 等 式 ， 仍 应 当 要 求 系数 4; 
具有 一 阶 连续 导数 . 

从 能 量 不 等 式 可 以 推 得 古典 解 的 唯一 性 与 解 具 有 有 限 依赖 区 域 的 性 质 ， 其 推 
理 方法 与 二 阶 双 曲 型 方程 的 情形 相仿 .读者 请 自行 推导 之 . 

利用 能 量 不 等 式 也 可 以 由 解析 逼近 法 得 到 对 称 双 曲 组 Cauchy 问题 解 的 存在 
性 ， 我 们 也 将 它 留 作 习题 . 


3. 初 边 值 问题 的 能 量 不 等 式 
以 下 讨论 对 称 双 曲 组 (4.3) 的 初 边 值 问 题 ， 方程 组 (4.3) 的 定义 区 域 为 @ = 
(0,T) x 2, 其 中 8 为 R" 中 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 在 上 = 0 上 给 定 的 初始 条 件 
为 
uli=0 = p(7), (4.13) 


在 边界 (0,T) x 82 上 给 定 的 边界 条 件 为 
Mu = 0， (4.14) 


其 中 M 为 p x m 和 矩阵 (或 秩 为 p 的 mm xm 和 矩阵), 且 为 x 的 连续 函数 . (4.14) 表 
示 ， 对 每 个 固定 的 (t,x) s (0,T) x 08, vu 属于 Rm 的 某 个 线性 子 空间 7, 故 (4.14) 
也 可 写成 uw Ex. 

对 于 给 定 的 对 称 双 曲 组 ， 边 界 条 件 (4.14) 的 给 法 对 于 解 的 存在 唯一 性 有 很 大 
的 影响 ， 当 M 为 m x m 满 秩 阵 时 ， (4.14) 等 价 于 wv = 0. 一 般 来 说 ， 这 样 边界 条 
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件 限制 太 严 ， 以 方程 组 (4.6) 为 例 ， 未 知 函数 所 有 分 量 在 边界 上 为 零 的 条 件 相 当 于 
二 阶 双 曲 型 方程 (4.4) 中 未 知 函 数 及 其 导数 在 边界 上 都 为 零 的 条 件 . 但 对 二 阶 双 曲 
型 方程 初 边 值 问题 来 说 ， 边 界 上 仅 给 定 一 个 Dirichlet 型 的 条 件 是 使 初 边 值 问题 为 
适 定 的 合适 边界 条 件 ， 所以， 对 (4.3) 而 言 ， 在 边界 上 给 定 未 知 函 数 所 有 分 量 显 然 
是 限制 太 严 了 ,怎样 的 边界 条 件 给 法 才 是 合适 的 , 正 是 对 称 双 曲 组 初 边 值 问题 理论 
中 需要 讨论 的 问题 之 一 . 

在 边界 (0,T)x68 上 , 记 (,…,vn) 为 1 的 外 法 向 ,并 引入 矩阵 8 = ?vihi， 
称 为 法 矩阵 . 

定理 4.2 设 久 为 对 称 双 曲 组 (4.3) 满足 初 边 值 条 件 (4.13), (4.14) 的 连续 可 微 
解 . 4; 在 上 有 一 阶 连续 导数 ，B,M 分 别 在 人 与 [0,T] x 62 上 连续 ， 边 界 条 
件 Mu=0 为 u. pu 的 非 负 子 空间 ， 那 么 有 能 量 不 等 式 


h 
ol < (hrs | ore) (415) 
证 明 不 妨 设 马 - 二 于 2 2 是 一 个 正定 阵 ， 因 为 不 然 的 话 ， 我 们 可 以 如 定 
理 4.1 的 证 明 中 所 做 的 那样 ， 通 过 变换 u = ev 来 做 到 这 一 点 


若 “为 问题 (4.3), (4.13), (4.14) 的 连续 可 微 解 ， 在 (4.3) 两 边 乘 以 2u7, 在 
Qn = (0,h) x 1 中 进行 积分 ， 可 得 


st+ | 2 BudS 
(0,h)xOn 


也 
+| 2u.1B— > a udzdt = 2u: fazxdt, 
Qn 2 4 OF Qn 


其 中 Qn = (0， h) x 1,6 = pe ViAi. 由 上 式 可 得 


la)? < lu(o)l2 一 / i / 2u. fdzdt. 
(0,h)xan Qh 


由 定理 条 件 知 , 当 Mu = 0 时 , w.Bu > 0, 故 有 |z(P)|? < OO) 上 + 认 [52u: fdzdt, 
再 利用 Gronwall 不 等 式 可 得 (4.15). 证 毕 

对 于 对 称 双 曲 组 的 初 边 值 问题 , 也 可 以 导出 其 高 阶 能 量 不 等 式 , 但 由 于 区 域 2 
边界 是 弯曲 的 ， 在 推导 高 阶 能 基 不 等 式 时 ， 除 了 应 用 定理 4.1 证 明 中 的 技巧 外 ， 还 
需要 配合 以 局 部 化 与 边界 展 平 等 处 理 ， 此 处 从 略 . 

由 能 量 不 等 式 (4.15) 立刻 可 以 得 到 对 称 双 曲 组 初 边 值 问题 (4.3), (4.13), (4.14) 
古典 解 的 唯一 性 . 关于 这 样 的 初 边 值 问 题 在 较 弱 意义 下 解 的 唯一 性 与 存在 性 , 将 在 
下 一 节 讨 论 . 
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习 题 
1. 完成 对 称 双 曲 组 Cauchy 问题 高 阶 能 量 不 等 式 的 证 明 . 
2. 用 解析 逼近 法 证 明 对 称 双 曲 组 Cauchy 问题 解 的 存在 性 . 
3. 写 出 对 称 双 曲 组 解 的 有 限 传播 速度 的 性 质 . 
4. 试 将 声学 方程 组 
过 十 podivv = 0, 
Ov , f'(po) > 
和 十 a Sk 一 0 


写成 一 阶 对 称 组 ， 并 写 出 其 特征 方向 ， 类 空 向 曲面 . 在 (4.16) 式 中 p 为 密度 ， wv 为 速度 . 


(4.16) 


84.5” 正 对 称 方程 组 * 


1. 正 对 称 方程 组 


本 节 中 讨论 比 对 称 双 曲 组 更 为 一 般 的 一 阶 方程 组 ， 并 仍 限 在 实 函数 范围 内 进 
行 讨论 . 以 下 我 们 不 再 在 自 变量 中 特别 地 区 分 出 t, 而 仍 把 方程 组 写成 


一 Ou 
0 + Bu=f (5.1) 


的 形式 ， 这 里 hi,B 为 mx m 汗 阵 ，w 了 为 售 m 个 分 量 的 向 量 ， hi 对 称 .又 令 
ai = 54i, Y=B 一 21 5, 可 以 将 (5.1) 写成 


Lu = > (< 过 十 总 十 ?三 上 (5.2) 
如 果 7 十 y7 为 正定 阵 (其 中 ?7 为 Y 的 转 置 ), 则 称 (5.1), (5.2) 为 正 对 称 方程 组 , 称 
算 子 工 为 正 对 称 算 子 .对 称 双 曲 组 很 容易 通过 一 个 未 知 函数 的 变换 化 成 正 对 称 方 
程 组 , 因此 本 节 中 的 讨论 一 般 都 可 适用 于 对 称 双 曲 组 的 情形 . 由 于 很 多 非 双 曲 型 方 
程 ， 特 别 是 相当 大 的 一 类 混合 型 方程 也 可 化 到 正 对 称 组 进行 讨论 ， 因 此 对 于 正 对 
称 方程 组 的 研究 有 其 特别 的 意义 . 

例 5.1 对 称 双 曲 型 方程 组 


Ou 忆 Ou 
gm 
可 以 通过 变换 = eXtw 化 成 如 下 的 形式 : 


We 
元 +》， A + (B+ADv = je (5.3) 
i=1 “ 
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易 见 ， 当 入 充分 大 时 ， (5.3) 为 正 对 称 方程 组 . 


例 5.2 考察 方程 ee 
p Pp 


这 是 一 个 混合 型 方程 , 它 在 上 半 平 面 为 椭圆 型 , 在 下 半 平 面 为 双 曲 型 . 今 引 入 wi = 
Pp CI 及 
;U2 一 Oy 可 得 


Oz 
y 0 0 /fu a f 
0 -1) Ox \wu, 1 0jBOy\u) \o 
a d 
c 


为 将 它 变换 成 正 对 称 组 ， 在 两 边 再 乘 以 和 矩阵 ( 


(® a ) (=(). 


取 a=b,d= 一 cy， 得 


by cy \ 0 /wu -cy bYVo/uwu\) /of 
(ea 


(5.5) 已 是 一 个 对 称 形式 的 方程 组 ， 再 选取 b,c, 使 它 成 为 一 个 正 对 称 组 . 事实 上 ， 
令 b= bo( 常 数 ), c= co 一 sy(e > 0), 则 


Tr__90/tW cw) 9 /-cw? _ [co-2ey 0 
Ca 
车 在 有 界 区 域 中 讨论 问题 ， 只 要 取 co 充分 大 ， 7 + ?7 就 是 正定 阵 ， 故 此 时 (5.5) 


为 正 对 称 方程 组 . 
回 到 对 一 般 情形 下 正 对 称 方程 组 的 讨论 . (5.2) 中 的 算 子 工 的 形式 共 红 算 子 


WS 
em 


NN 
L*v = 半 (全 + 六 0) + v. (5.7) 


显然 ， 它 仍然 为 正 对 称 算 子 . 
如 果 我 们 在 空间 R" 的 某 有 界 区 域 Q 中 讨论 方程 (5.2), 8 的 边界 记 为 902, 那 
么 首先 要 考虑 的 问题 是 在 92 上 应 当 给 定 怎样 的 边界 条 件 ， 它 与 (5.2) 能 够 组 成 一 
个 合适 的 边 值 问题 . (5.2) 是 一 个 一 阶 方程 组 ， 所 以 它 在 边界 80 上 应 满足 的 边界 
条 件 形式 是 
Mu 二 0， ”在 边界 90 上. (5.8) 
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下 面 需 要 判定 的 是 (5.8) 中 的 矩阵 M 应 该 怎样 选取 . 
设 w,veE CD)Nncolin), 是 Lv,L*v EL2(0), 则 由 Green 公式 得 到 


(v, Lu)ng 一 (uv)p 
上 Ou Un CE Ov "0 
三 | (里 + 守 放 + ( 守 伟 +)|e 


三 2 A pl ‘ Qiu)dz 一 2(v, Bu)an, 


式 中 6 = iiviQi, 故 当 wv=w 时 可 得 
(u, Lu)n 一 (up = 2(u, Bu)en, 
其 中 (, )g,(, )an 分 别 表示 在 区 域 0 上 的 内 积 . 由 此 式 可 得 


(u, Top = (%, 7 u), + (u, Bu)en. (5.9) 


根据 正 对 称 方程 组 “ 正 性 ” 的 假定 ，Y 十 ?7 > 0, 所 以 存在 常数 C > 0, 使 


T 
@ — u), > C(u,u)n. 


于 是 若 满足 的 边界 条 件 能 保证 边界 上 (w, Bwu)an > 0, 则 由 (5.9) 式 即 可 得 到 
(u, Lu)o > Cull. 
又 由 于 


故 


| Lu) ol < Null Lull, 


1 . 
lull < = lLull. (5.10) 
C 


所 以 ， 如 果 边 界 条 件 Mw = 0 能 保证 二 次 型 Bu > 0, 就 有 (5.10) 式 成 立 . 与 对 称 
双 曲 型 方程 组 情形 相仿 ， 我 们 称 (5.10) 为 能 量 不 等 式 . 

由 能 量 不 等 式 立 刻 可 以 得 到 古典 解 的 唯一 性 . 

如 84.4 讨论 对 称 双 曲 组 初 边 值 问 题 时 所 做 的 那样 ， 将 边界 条 件 Mu = 0 记 为 
wET) 将 Muv=0 保 证 二 次 型 .Bu >0 的 条 件 称 作 7 为 uPBu 的 非 负 子 空间 . 

2. 强 解 与 弱 解 

在 现代 偏 微分 方程 理论 中 ， 除 讨论 偏 微分 方程 (组 ) 定 解 问题 的 古典 解 外 ， 还 
考虑 各 种 广义 意义 下 的 广义 解 . 一 般 来 说 , 这 些 广义 解 都 按 本 书 中 介绍 的 广义 函数 
的 意义 满足 方程 . 它们 的 正则 性 可 以 比 最 一 般 的 广义 函数 好 , 在 各 种 特定 意义 下 满 
足 定 解 条 件 ， 从 而 在 各 类 问题 的 研究 中 常 被 用 到 . 
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最 常用 到 的 广义 解 有 强 解 与 弱 解 ,以 下 以 正 对 称 方程 组 (5.1) 取 边 界 条 件 (5.8) 
的 边 值 问题 为 例 给 出 其 定义 . 

定义 5.1 ” 设 函 数 ve [2(0), 如 果 能 找到 一 列 函数 {ww}, 使 ww € CO) mn 
C"(1), 满足 条 件 (5.8), 而 且 lw 一 wrap 一 0， 5w 一 zzcg) 一 0 则 称 久 为 
边 值 问题 (5.1), (5.8) 的 强 解 

弱 解 的 定义 是 通过 分 部 积分 法 引入 的 , 其 想法 与 引入 广义 函数 的 思想 一 致 . 设 
v E C1(D),v 是 (5.1), (5.8) 的 古典 解 ， 则 


Ou 
1 Aio— + Bu—f |dr=0, 
> 


人 25+ 上 人 


若 记 Zu = 一 D7 (4 十 Biv, 则 有 


/ vpuds+ [urrvdr— vf ds=0, 
60 9 0 


在 边界 02 上， er. 故 若 vwe (8r)7 即 属于 Br 在 Rm 中 的 正 交 补 ， 就 必 有 
tv- 3u = 0. 于 是 ， 如 果 我 们 要 求 v 满足 条 件 ve (B87)+, 就 有 


hu viz= |/ vf de, (5.11) 
据 此 可 以 引入 以 下 的 概念 : 
定义 5.2 ”者 函数 ve L?(8), 且 对 于 满足 条 件 ve C1(8), 在 边界 92 上 
Ee (Bn) 的 任意 函数 v, (5.11) 式 成 立 ， 则 称 v 为 问题 (5.1), (5.8) 的 弱 解 . 
由 前 面 所 推导 知 ,古典 解 必 为 强 解 或 弱 解 . 又 若 v 为 强 解 , 则 由 强 解 的 定义 可 
找到 所 需 的 序列 {w}, 利用 导出 (5.8) 的 相似 的 方法 可 得 


/ uy *: L*v dz = vv. Luvdz. (5.12) 
1 2 


对 于 一 切 满足 ju e (87)+ 的 C1(D) 函数 ， 成 立 ， 令 一 o0, 即 知 羽 满足 (5.11) 
式 ， 所 以 强 解 必 为 弱 解 . 

从 弱 解 所 满足 的 等 式 (5.11) 知 ， 若 将 弱 解 … 视 为 2 中 的 广义 函数 ， 则 它 必 按 
广义 函数 的 意义 满足 方程 (5.1). 

在 定义 边 值 问题 的 弱 解 过 程 中 引入 的 C1(D) 函数 v 也 称 为 试验 函数 ， 相 应 的 
边 值 问题 


> 站 -vfldr=0. 


L*v=0, a 7T* = (Bn)+, (5.13) 
称 为 原 边 值 问题 (5.1), (5.8) 的 共 斩 边 值 问题 . 
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3. 强 解 的 唯一 性 与 弱 解 的 存在 性 


以 下 讨论 正 对 称 方程 组 边 值 问题 解 的 存在 性 ， 其 基本 想法 是 利用 对 偶 方 法 . 由 
共 纺 问题 解 的 唯一 性 来 导出 原 问 题解 的 存在 性 ， 这 一 想法 也 已 用 在 第 3 章 中 证 明 
二 阶 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 中 . 

首先 我 们 再 来 分 析 一 下 边界 条 件 Mu = 0 中 的 矩阵 M 该 如 何 选 取 ， 据 能 量 不 
等 式 的 推导 可 知 ， 它 应 当选 取得 使 二 次 型 u. Bu 为 非 负 . 但 是 ， 仅 有 边界 条 件 使 
u. Bu 非 负 这 一 条 ， 一 般 来 说 还 不 能 推出 边 值 问题 解 的 存在 性 . 事实 上 ,假若 一 组 
使 Bu 非 负 的 边界 条 件 就 能 得 出 边 值 问 题解 的 存在 性 ， 那 么 直接 取 w= 0, 它 也 
必 使 u. Bu 非 负 ， 而 在 84.4 中 已 通过 与 二 阶 双 曲 型 方程 的 对 比 可 知 ， 这 样 的 边界 
条 件 太 多 了 . 于 是 我 们 希望 边界 条 件 在 保证 解 的 唯一 性 的 前 提 下 限制 最 少 , 亦 即 希 
望 Mu = 0 是 最 大 的 能 使 vBu > 0 成 立 的 子 空间 . 这 样 的 分 析 导 致 下 面 的 定义 . 

定义 5.3 若 Rm 中 的 线性 子 空 间 r 使 二 次 型 v: Bu 非 负 ， 且 r 不 能 扩张 为 
一 个 更 大 的 子 空间 而 仍 使 4: Bu 非 负 ， 则 称 r 为 最 大 非 负 子 空间 . 

例 5.3 ” 若 在 边界 某 固定 点 


则 vB= 好 一 人 这. 于 是 条 件 如 =0 使 光 Bu = 好 >0. 故 =0 为 非 负 子 空间 ， 
包含 uz = 0 的 线性 空间 即 为 全 空间 RB. 但 在 R 上 ~ Bu 显然 不 能 恒 为 非 负 ， 故 
u2 = 0 为 最 大 非 负 子 空间 . 

又 平面 w = 2uz 使 w: Bu = 3w2 > 0, 故 ui = 2u2 也 是 非 负 子 空间 ， 同 样 它 也 
是 最 大 非 负 的 . 

以 下 讨论 二 次 型 的 最 大 非 负 子 空间 的 性 质 , 并 由 此 可 导 得 边 值 问题 (5.1), (5.8) 
的 共 轿 问题 的 性 质 . 

引 理 5.1 车 7 为 u. Bu 的 最 大 非 负 子 空间 ， 则 7 包含 6 的 零 空 间 NW(O), 且 
7* = (Br)+ 是 二 次 型 -v .Bw 的 非 负 子 空间 . 

证 明 首先 , 若 we N(B), ueE7, 由 Bw=0 知 

(w+cecw):B(ut+ew)=u: Bu2>0. 


故 由 7 与 w 所 张 成 的 线性 子 空间 也 是 4: Bu 的 非 负 子 空间 ， 从 而 由 7 的 最 大 非 负 
特性 知 ，w e 7, 此 即 得 N(6) Cx. 

今 若 (87)+ 不 是 -u: Bu 的 非 负 子 空间 ,， 则 有 wv € (B87)+ 使 -v:Bv < 0, 即 
uv Bu > 0. 这 时 v 不 可 能 再 属于 7, 因为 若 vE 7, 则 Bo e Bn, 从 而 vBv 应 为 零 . 
这 是 与 前 面 的 v. 6v > 0 相 矛 盾 的 . 
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将 v 与 7 一 起 张 成 的 线性 空间 记 为 v@7, 其 中 任 一 元 素 几 具 形式 和 V+u(u e 7)， 
则 
(M+u) :BOv+u) = Nv Bvt+u: Bu 0， 


这 又 与 7 为 uPBu 的 最 大 非 负 子 空间 的 性 质 产 生 矛 盾 . 因此 ，x* = (Bx)+ 必定 是 
二 次 型 -v. Bw 的 非 负 子 空间 .证 毕 . 

引 理 5.2 ” 若 r 为 pu 的 最 大 非 负 子 空间 ， 则 经 过 正 交 变 换 w= Uv 以 后 ， 
(U1B8U0)v 的 最 大 非 负 子 空间 . 

证 明 这 一 事实 从 几何 的 观点 来 看 是 很 显然 的 , 它 表 示 最 大 非 负 子 空间 的 特性 
与 坐标 选取 无 关 . 对 此 给 一 个 分 析 证 明 也 很 容易 , 因为 当 ve U-1r 时 , uw =Uv En,， 
它 满足 4: Bu > 0. 所 以 


uv (7 一 6U)vo= (Vv) .6B(Uv) =wu.Bu>0 证 毕 . 


根据 引 理 5.2 我 们 可 以 通过 正 交 变 换 将 6 化 成 对 角 型 ， 再 来 考察 r 的 特性 . 
由 于 8 是 对 称 阵 ， 故 它 恒 可 通过 一 个 正 交 变换 ， 化 成 


eT eR 


其 中 r+ 十 s+p=m, A 和 ,和 >0; 和 N41i=:… = 和 Ns =0; Mrpstly ,Mristp < 0. 
下 面 我 们 就 这 种 形式 的 6 进行 讨论 . 
引 理 5.3 若 7 为 u: Bu 的 最 大 非 负 子 空间 ， 则 r 的 维 数 dimr =7 十 s. 
证 明 设 68 已 化 成 (5.14) 的 形式 .车 dim7 >7+s, 则 A 与 {eryjstl,… ;erp} 
所 张 成 的 子 空间 必 有 交集 ， 记 此 交集 中 的 元 素 为 v, 则 v:Bv < 0. 又 ve 7, 则 
v.Bv 之 0, 导出 矛盾 . 
若 dimr<r+s. 由 引 理 5.1 知 N(8) Cx, 故 可 以 将 7 表示 成 x = N(6) @mm， 
dimrl = dim7 一 dim(N(P)) = dim7 一 s <7, 于 是 有 


dim(Or) = dim(6rl) < 7, 
dim r* = dim(Bn)+ > s+p. 


所 以 妆 门 {et er} 非 空 . 设 wemnf{e,…,er}; 则 w:Bw>0,w.:(-B)w < 0. 
由 引 理 5.1 知 x* 为 -6 的 非 负 子 空间 ， 所 以 这 与 we r* 矛盾 . 

由 此 ， 我 们 得 到 了 dim(r) = 7 + s. 证 毕 

利用 本 引 理 也 可 得 知 ， 若 r 为 非 负 子 空间 ， 且 dim(r) = > + s, 那么 r 必 为 最 
大 非 负 子 空间 . 于是， 我 们 可 以 建立 以 下 的 定理 . 

定理 5.1 着 为 正 对 称 算 子 工 的 最 大 非 负 子 空间 ， 则 r* = (87)+ 也 是 正 
对 称 算 子 L* 的 最 大 非 负 子 空间 . 它们 的 维 数 分别 等 于 6 与 -6 的 非 负 特征 根 的 个 
数 . 
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证 明 由 引 理 5.1 已 知 天 为 L* 的 非 负 子 空间 , 今 只 要 证 它 为 最 大 的 . 设 六 
的 维 数 为 a, 则 由 于 N(8) = N(-B) cx*, 可 将 x* 表 成 zr* =x@N(B), 这 里 x 也 
是 7 的 线性 子 空间 . 记 dim N(6) 为 s, 则 dim' = a - s, 于 是 


dim pr = dimBr’ < a—s, 
dim7 = dim(8r*)+ > m— (a — s). 


但 由 引 理 5.3 已 知 dimr =7 十 s, 所 以 


7 十 3 之 ?十 25s 十 D 一 Q， 
CQ 之 3 十 2. 


又 在 引 理 5.3 的 证 明 过 程 中 已 经 指出 dim x* 不 可 能 大 于 s 十 p. 故 得 dimr* = s 十 P， 
于 是 六 是 L* 的 最 大 非 负 子 空间 . 证 毕 . 

对 于 在 2 上 给 定 的 正 对 称 方程 组 (5.1), 若 在 边界 62 上 任 一 点 ， 其 边界 条 件 
Mu = 0 所 对 应 的 子 空间 r 都 是 二 次 型 u. Bw 的 最 大 非 负 子 空间 ， 则 称 此 边界 条 件 
为 合格 边界 条 件 , 相应 的 边 值 问题 (5.1),(5.8) 称 为 合格 边 值 问题 . 于 是 定理 5.1 可 
以 叙述 为 : 正 对 称 方程 组 合格 边 值 问题 的 共 斩 问 题 也 是 合格 边 值 问题 . 

定理 5.2” 正 对 称 型 方程 组 合格 边 值 问题 (5.1), (5.8) 的 强 解 唯一 ， 且 其 弱 解 
存在 . 

证 明 首先 , 设 久 为 强 解 , 找 出 强 解 定义 中 的 函数 列 {wu}, 对 每 个 ww, 由 (5.10) 
有 

wll < ClLwl. 


两 边 取 极限 即 知 (5.10) 式 对 强 解 也 成 立 ， 于 是 从 f = 0 即 可 推 知 |ull = 0, 这 就 可 
导 得 强 解 的 唯一 性 . 
再 证 明 弱 解 的 存在 性 ， 根 据 定理 5.1 知 r* 为 合格 边界 条 件 ， 所 以 如 果 v e 
CO2),vlsp sr 时 ， 共 罗 问 题 的 能 量 不 等 式 
lol < CE. (5.15) 


对 于 所 有 满足 条 件 ve C1(8),vlan < mn* 的 v, 作 L*v, 于 是 可 以 构成 集合 2 = 
{ZL*v}, 攻 显然 是 一 个 线性 集合 ， 由 (5.15) 知 v 与 2 内 的 元 素 是 一 一 对 应 的 . 
今 在 区 上 定义 一 个 泛 函 Ljy, 使 对 we 台 , 找到 使 L*v = w 的 v, 并 令 
Lew = (v, 7). 


由 于 
Lewl = |v, P| < lvl NN < Cllwll ll, 
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所 以 对 于 固定 的 f,Ljw 为 区 上 的 一 个 线性 有 界 泛 函 ,利用 Hanh-Banach 定理 , 将 
它 扩充 到 全 空间 到 (2), 并 利用 Riesz 表现 定理 ， 得 


Lew = (u,w), 
所 以 有 
(v,f) = (vu, L*v). (5.16) 


当 w 取 遍 2 时， 就 取 遍 弱 解 定义 中 试验 函数 的 集合 ， 从 而 知 v 就 是 所 求 之 弱 
解 . 证 毕 . 


4， 强 解 与 弱 解 的 一 致 性 


以 下 证 明 对 称 方程 组 合格 边 值 问题 强 解 与 弱 解 的 一 致 性 这 个 结论 与 定理 5.2 
相 结合 就 可 得 到 强 解 的 存在 性 . 从 强 解 的 定义 来 看 , 它 更 宜 于 视 为 古典 解 的 近似 . 
因此 得 知 强 解 的 存在 性 将 比 仅仅 知道 弱 解 的 存在 性 更 有 意义 . 

如 第 3 章 对 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 讨论 那样 ， 为 证 明 所 需 的 命题 ， 可 先 将 问 
题 作 局 部 化 处 理 ， 即 将 整个 区 域 2 上 的 强 弱 解 一 致 性 问题 化 成 一 些 局 部 区 域 上 的 
问题 , 并 对 包含 原 区 域 边界 的 一 些 区 域 作 边界 展 平 的 处 理 , 然后 对 一 些 典型 的 区 域 
中 强 弱 解 一 致 性 问题 分 别 给 以 证 明 . 

由 于 本 书 中 已 多 次 介绍 与 应 用 过 局 部 化 与 展 平 的 技巧 , 故此 处 不 再 重复 , 而 直 
接 讨论 几 个 典型 区 域 的 情形 . 

(1) 内 部 区 域 强 弱 解 的 一 致 性 ” 设 alt) 为 第 1 章 中 引入 的 C> 函数 , suppa(b) C 
[1,1], /alt)at =1, 作 8. 为 8 中 这 点 z' 的 全 体 ,使 以 x' 为 中 心 作出 的 多 面 
体 |zi -zi < e(i = 1,…,n) 全 部 落 在 ? 中 , 当 z e€ 0 时， 记 

j= 二 (于)…a( 加 = 于 )， 


有 已 


并 将 7(z',z) 与 单位 阵 的 乘积 j(z', zjr 仍 记 为 郑 (coz), 则 
Ta = {jee wu)de = ee, 0) ua) 


易 证 ， 对 任 一 2' CC ,J 具有 如 下 性 质 : 
i) e 充分 小 时 ， f2' CC 0., Jeu € 0C™%(0)); 
ii) e 充分 小 时 ， Jsullzzcoo < ullzzcoy; 
ii) e — 0 时 ， ||Jev 一 zzap 一 0. 
引 理 5.4 ”如果 久 是 


Ou 
i=1 
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的 弱 解 ，v 的 支 集 在 2 中 ， 则 必 能 找到 CS (2) 函数 列 {wu}, 使 在 任 一 相对 紧 区 
域 0 cc 8 中 ， 
Iw, 一 zzazopy) 一 0， |Lw, 一 如 zzp0) 一 0 一 co). (5.18) 


证 明 作 Ve 一 Jeu, 则 由 Je 的 性 质 知 E 一 0 时 ||ve ul| L208) 一 0. 又 由 
[Lue — F< Lue — Jefl+lIef — A 
以 及 Jef 一 川 一 0 知道， 只 要 证 明 | Zus 一 Jf 一 0, 即 有 (5.18) 的 第 二 式 成 立 . 


et 中) a Pe 


= 人 (ae (x ) 7 st B(x ER 


又 当 z €E 8, 且 充分 小 时 je(x',z) 为 Ce(P) 函数 ， 它 可 以 被 取 为 弱 解 定义 中 试 
验 函 数 的 分 量 ， 故 
Jef = (ec(z zh)， f)= (Lje(z,, 7),u) 


= 人 (去 Ai(7) + B( @ ja 中 ou 
因此 ， 对 于 苔 = 了 的 弱 解 有 


Zue — Jef = 上 | 昌 于 (4i(z) — Ai(7’)) + B(x’') 一 Bo) | tee 


(5.19) 


当 we€ C? 时 ， 利 用 分 部 积分 ， 有 
we Jf = | Be) Bla), a)ule)de 
-上 人 2 (4:(®) — Ai(2 je De 
在 < 一 0 时 max(B(z') - B(z))max(4i(z) - 4i(z) 均 趋 于 零 ， 故 上 式 趋 于 零 . 
义 在 系数 4;(z) 具有 一 阶 连续 导数 的 假定 下 ， (5.19) 右 端 是 作用 于 v 的 一 个 
72 一 [2 的 线性 有 界 算 子 ， 事实 上 ， 


本 元 (4i(z) — Ai(7’)) + B(x’) 一 5 i 


= Di) hilo) ie 


中 je z) + (B(z’) — B(z))je(z', 2). 
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由 于 pd = O(e-!), Ai(z) - hi(z') = O(e) 故 第 一 项 有 界 ， 而 后 两 项 的 有 界 性 是 
显然 的 .于 是 记 (5.19) 右 端 为 LJeu 一 JLu = [LJeju, 则 对 于 任 一 L? 函数 w 先 找 
一 个 充分 接近 于 它 的 C1 函数 v, 然后 从 


ZL, Jelull < MZ, Je](w — oH + NZ, Jejol 
< Kllu— vl + lL, Jejvll, 


即 可 推 知 =s 充分 小 时 ，|[L, Jejul| 也 可 任意 地 小 ,， 这样 就 得 到 [L, Je]ju 一 0 (020))， 
取 {ev} 为 任意 趋 于 零 的 序列 ， 令 w = uc, 就 得 到 定理 所 需要 的 序列 . 
(2) 边界 区 域 的 强 弱 解 一 致 性 (非特 征 情形 ) ”对 于 邻接 边界 的 局 部 区 域 ， 可 
以 通过 展 平 边 界 的 方法 将 该 区 域 同 胚 映射 到 xz > 0 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 且 使 原 
区 域 的 边界 映射 到 zn = 0 上 ， 又 通过 未 知 函数 变换 ， 将 边界 条 件 Mu = 0 化 成 


ui 三 … 二 Up = 0 的 形式 . 于是， 在 这 个 典型 的 边界 区 域 中 ,方程 组 与 边界 条 件 可 
写成 
BS (5.20) 
DZn | “zi 0 
U1l==:…= up = 0, zn = 0. (5.21) 
此 时 (5.21) 所 对 的 共 轿 边界 条 件 为 
Vp+1 =" = Vm = 0, Zn = 0. (5.22) 
记 


pa a(2 = a 


eo 
Jeu(z") = (jd (2 2), (7) , (je (2 2), up (7)), (je (7 7), Upt+1(7)) 
(je (2', 27), um(7))). (5.23) 


易 见 ， 当 z' > 0 时 ， 计 (zx',z) 作为 z 的 函数 ， 其 支 集 在 zn > -< 中， 所 以 


?个 m-p 个 


可 以 被 取 为 弱 解 定义 5.2 中 所 要 求 的 试验 函数 v， 于 是 ， 与 对 内 部 区 域 的 讨论 相 
仿 ， 可 以 证 明 ， 当 为 边界 区 域 的 弱 解 时 ， we = Jev 满足 


we 一 ul| L201) 一 0， |iLwue— 省 aoc 一 0， < 一 (0， (5.24) 
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其 中 8 与 2 享有 共同 的 边界 x = 0, 而 2' 的 其 余部 分 边界 均 含 在 2 中 . 又 由 
和 (zzZ) 的 定义 可 知 , 当 区 =0 时 supp 和 jnmfzn>0} = 8, 故 (we)i =…= (we)p = 
0, 从 而 v 为 所 考察 边界 区 域 的 强 解 . 

(3) 边界 区 域 的 强 弱 解 一 致 性 (正则 特征 情形 ) ”如 果 区 域 的 边界 为 方程 组 的 
特征 ， 则 在 局 部 区 域 上 方程 组 不 可 能 化 成 (5.20) 的 形式 ， 此 时 ,我们 一 般 要 求 边界 
法 矩阵 8 能 保持 常 秩 数 而 连续 可 微 地 延 拓 到 边界 99 的 邻 域 中 ， 当 898 为 非特 征 
边界 时 ， 由 于 det 8 关 0, 这 一 点 总 是 可 以 做 到 的 . 但 当 59 为 特征 边界 时 ， 这 是 一 
个 附加 要 求 ， 我 们 称 满足 此 要 求 的 特征 边界 为 正则 特征 边界 . 

对 于 具 正 则 特征 边界 的 边界 区 域 ， 不 妨 设 在 整个 边界 区 域 中 6 保持 常 秩 数 ， 
于 是 8 的 零 空 间 N(B) 维 数 不 变 ， 由 于 N(6) Cc 7 通过 一 个 未 知 函数 的 变换 可 以 将 
该 零 空 间 写 成 


Ul = = Up = Upt1l = = Upts = 0. (5.25) 
而 7 为 wi =.… = Up = 0. 于 是 ， 记忆 = (U1,… ,Up+s;,0,…,0), 在 这 个 边界 区 域 中 
方程 组 与 边界 条 件 可 写成 
Ou pu 
Be 2, di + Bu=}, (5.26) 
Ul ==.… = Wp = 0, zn = 0. (5.27) 


此 时 ， (5.25) 所 对 应 的 共 恩 边界 条 件 为 
Vp+1 三 … :一 Vp+s = 0, Ly =0: (5.28) 


按 (5.23) 定义 eu 同样 可 证 得 we = Jev, 为 强 解 定义 中 所 需要 的 函数 列 . 

(4) 边界 有 角 点 情形 ”区 域 边界 有 奇 点 的 情形 很 普遍 ， 如 考虑 对 称 双 曲 组 的 
初 边 值 问题 ， 就 必须 考虑 区 域 边界 奇 点 的 情形 . 在 ”> 2 的 高 维 空间 中 ，n 一 1 维 
曲面 的 奇 点 可 能 是 很 复杂 的 , 我 们 在 此 只 考察 如 下 的 情形 : 在 奇 点 的 某 邻 域 中 可 以 
把 边界 分 别 表 示 成 两 个 光滑 曲面 F = 0,G = 0, 而 在 该 邻 域 中 的 奇 点 全 体 正 是 这 两 
个 n 一 1 维 曲面 相交 成 的 ”- 2 维 流 形 ， 于 是 可 以 通过 适当 的 日 变量 变换 ， 将 奇 点 
附近 的 局 部 区 域 映射 到 3 球 中 ， 而 两 个 边界 面 分 别 映射 为 该 7 球 的 两 个 平面 ,以 
后 称 边界 上 这 种 奇 点 为 角 点 . 

在 角 点 附近 ， 我 们 还 要 求 其 一 侧 边界 (如 F = 0) 为 非特 征 边界 或 正则 特征 边 
界 ， 男 一 侧 边 界 (如 G = 0) 上 满足 条 件 6 > 0( 称 为 情形 I ), 或 6 < 0( 称 为 情形 IT 
这 样 的 角 点 称 为 良性 角 点 . 下 面 将 证 明 在 边界 上 出 现 良 性 角 点 的 区 域 中 ,对 于 正 对 
称 型 方程 组 的 合格 边 值 问题 来 说 ， 强 弱 解 一 致 性 仍 成 立 . 

对 良性 角 点 附近 的 局 部 区 域 作 坐标 变换 , 将 下 = 0 变 到 rn = 0, 并 将 G=0 变 
到 zi = 0. 所 考虑 的 解 的 定义 区 域 在 zn 和 0,z1 < 0 的 范围 中 ， 利 用 自 变数 变换 ， 
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未 知 函 数 变换 与 方程 的 组 合 ， 可 以 将 原 方程 组 Lu = f 化 为 

Ou 二 Ou 

ye eh (5.29) 
其 中 五 = (wi1,… ,up+rs;0,…,0). 在 zn = 0 上 的 边界 条 件 为 


OE (5.30) 


在 zi = 0 上 的 边界 条 件 为 : 
情形 I : 无 条 件 ， zi1 = 0 


情形 I:， wi =… = wm = 0, 21 = 0. 
在 情形 I 时 (5.29) 式 中 41 为 正定 阵 ， 在 情形 工时 41 为 负 定 阵 ， 在 zl = 0 边界 
上 ， 人 情形 I 时 的 共 罗 边 界 条 件 为 v1 = … = vm = 0, 情形 工时 的 共 轿 边界 条 件 为 无 
条 件 . 


为 证 强 弱 解 的 一 致 性 ， 只 要 将 (5.23) 中 定义 的 磨 光 算 子 作 些 修正 ， 就 可 以 通过 
同样 的 运算 过 程 获 得 所 需 的 结论 ， 在 情形 I 时 ， 定 义 


1 24 一 2 一 2< Th a pe Tz 二 2e 
-十 / a 1 1 n—1 n—1l1 1 Nn 
| 
jz (7', 7Z) = l ms 人 
和 E 人 E E 


而 在 情形 工时 ， 定 义 


| 
En = = 


生 人 本 = 记 e( 于 -于 十 )] ae(2e -ja( 邓 
整个 证 明 完 全 可 按 (2) 或 (3) 中 的 思路 进行 ， 以 下 从 略 . 
综合 以 上 的 讨论 ， 可 以 得 到 以 下 的 结论 : 
定理 5.3 ”在 有 界 区 域 2 中 考察 正 对 称 型 方程 组 的 合格 边 值 问题 : 


i=1 Oz; 
Mulso = 0. 


(5.32) 


如 果 系 数 4 < CO (8)，B e C0°(0),f es Z2(O); 区域 2 的 边界 392 除 有 限 个 n 一 2 
维 流 形 外 均 为 C? 光滑 ， M 为 边界 上 C2 函数 ; 边界 08 为 方程 组 的 非特 征 边 界 
或 正则 特征 边界 ，592 上 的 奇 点 均 为 良性 角 点 ,那么 这 个 合格 边 值 问题 的 强 解 是 存 
在 且 唯 一 的 . 


84.5 正 对 称 方程 组 ” .167. 


注 ”在 定理 5.3 中 对 方程 组 与 边界 条 件 中 出 现 的 系数 矩阵 所 提出 的 条 件 是 充 
分 条 件 ， 由 于 在 前 面 各 种 情况 的 证 明 过 程 中 引入 了 一 系列 自 变数 变换 与 未 知 函 数 
变换 ， 从 而 提高 了 对 系数 的 要 求 ， 在 一 些 特 定 的 问题 中 ， 系数 正 则 性 的 要 求 可 以 降 
低 . 

将 定理 5.3 应 用 于 对 称 双 曲 组 ， 可 以 得 到 以 下 定理 . - 

定理 5.4 ”在 区 域 (0,T) x 2 上 考察 对 称 双 曲 组 的 初 边 值 问题 : 


党 + 并 4 妆 eh 


(5.33) 
请 0 


Mu|ozmxap = 0. 


如 果 边界 99 与 系数 满足 定理 5.3 所 要 求 的 光滑 性 条 件 ， 且 在 (0,7) x 92 上， 
Mu = 0 为 u. Pu 的 最 大 非 负 子 空间 (6 = 学 21w%A), 则 初 边 值 和 问题 (5.33) 的 强 
解 存在 唯一 

证 明 0 u 将 方程 变 为 


党 + 4 E+ (B+AM)v = je- 


将 t=0,t= 了 以 及 (0,T) x 698 都 看 成 边界 ， 边 界 条 件 为 
vl|=0 = 0, Mv |(0,T)xen = 0. 


于 是 和 充分 大 时 方程 为 正 对 称 组 ， 这 时 对 于 边界 上 = 0 与 t= 全 来 说 ，6 矩阵 分 别 
为 -I 或 I. 因此 在 上 = 0 上 最 大 非 负 子 空间 为 零 维 的 ， 而 在 t= T 上 最 大 非 负 子 
空间 为 全 空间 . 于 是 按 合格 边界 条 件 的 要 求 在 t= 0 上 边界 条 件 要 给 成 所 有 w= 0， 
在 上 = 了 上 不 给 边界 条 件 ， 它 正 与 (5.29) 中 所 述 的 一 致 ， 此 外 ， 由 于 {0} x 08 与 
{Z} x 6 均 为 良性 角 点 ， 所 以 初 边 值 问 题 (5.29) 满足 定理 5.3 的 一 切 条 件 ， 所 以 
知 它 的 强 解 存在 唯一 . 证 毕 

关于 正 对 称 方程 组 还 可 以 研究 其 边 值 问题 具有 更 高 正则 性 的 解 ， 如 可 微分 解 
(属于 Hs 空间 的 解 ) 与 古典 解 等 ， 读 者 可 参阅 文献 [14, [20] 等 . 

习 题 

1 . 证 明 在 可 道 自 变 数 变 换 与 未 知 函 数 变 换 下 ， 正 对 称 方程 组 合格 边 值 问题 的 强 解 变 为 强 
解 ， 弱 解 变 为 弱 解 . 

2. 设 山 是 Lw = 万 ，Muwvlsp = 0 的 强 解 ,并 且 v 一 co 时 lw 一 可 一 0 万 一 川 一 0， 
证 明 v 是 方程 Lu = f 具 边 界 条 件 Muleo = 0 的 强 解 . 

3 . 设 区 域 8 的 边界 为 C! 光滑 ， wu € C1(D) 是 问题 Lu = f,，Mwlan = 0 的 弱 解 ， 边 界 
条 件 是 合格 边界 条 件 ， 则 v 也 是 古典 解 . 
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4 ， 设 对 于 一 阶 方程 组 的 边 值 问题 Lu = f, Mulep = 0 成 立 能 量 不 等 式 ， 且 边界 条 件 是 合 
格 边 界 条 件 ， 则 强 解 存在 性 等 价 于 共 斩 问 题 的 弱 解 唯一 性 . 

5 ,对 于 两 个 自 变量 对 称 双 曲 组 的 初 边 值 问题 ， 试 阐明 合格 边界 条 件 中 包含 线性 独立 方程 
的 个 数 与 由 边界 点 发 出 的 特征 线 数 之 关系 . 


b 
6 . 设 正 对 称 组 在 边界 某 点 的 6 阵 为 | . ; 试 就 a,b 的 各 种 情形 写 出 4 Bu 
0 


b 
的 最 大 非 负 子 空间 . 
7 .判断 y = 0 是 否 为 下 列 算 子 的 正则 特征 : 


y 
2 
L= 而 
2 


8 . 详细 说 明 当 正 对 称 方程 组 合格 边 值 问题 的 边界 为 非特 征 边界 或 正则 特征 边界 时 ， 在 边 
界 附近 该 边 值 问题 可 化 成 (5.16), (5.17) 或 (5.22), (5.23) 的 形式 . 
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$5.1 抛物 型 方程 及 其 能 量 不 等 式 


1. 抛物 型 方程 的 定 解 问题 
本 章 讨论 二 阶 抛物 型 方程 ， 它 的 形式 为 


只 - (六 志 D> 区 (t, z) 咏 ]+ 守 a bi(t, 2) 5 + ct, 2) ) = f(t,x), (1.1) 


其 中 (Qij(t, 7))i,j=1..…n 为 正定 和 矩阵， 对 某 个 常数 a > 0 满足 


>» wt al ‘VER (1.2) 
ij=1 
(1.1) 式 左边 的 系数 一 般 都 假定 所 考虑 区 域 中 为 Ce 函数 . 易 见 , 方程 (1.1) 是 热 传 
导 方 程 的 自然 推广 . 
对 于 抛物 型 方程 ,一般 讨 论 两 类 定 解 问题 , 一 类 是 Cauchy 问题 , 即 在 t= 0 平 
面 上 提出 初始 条 件 
u = Pp(7), t=0. (1.3) 
寻求 在 上 > 0 半空 间 中 满足 方程 (1.1), 在 t = 0 平面 上 满足 条 件 (1.3) 的 解 的 另 一 
类 初 边 值 问题 ， 在 空间 R" 中 给 定 一 个 区 域 人, 一 般 要 求 它 是 有 界 的 ， 且 具有 光滑 
边界 ， 给 出 如 下 的 初始 条 件 与 边界 条 件 : 
vu = yp(7), t=0,z€Q; (1.4) 
vu = 0, t>0 72EO01. 


寻求 在 t > 0 半空 间 中 满足 方程 (1.1), 在 t= 0 平面 上 满足 (1.4), 在 边界 {t > 0}x98 
上 满足 边界 条 件 (1.5) 的 解 , 问题 (1.1), (1.4), (1.5) 称 为 Dirichlet 型 的 初 边 值 问题 . 
当 (1.5) 改 为 Neumann 条 件 或 第 三 边 值 条 件 时 ， 也 可 以 得 到 其 他 类 型 的 初 边 值 问 
题 ， 此 外 ， 根 据 问题 需要 ， (1.5) 也 可 以 改 为 非 齐 次 的 边界 条 件 ， 在 本 章 中 我 们 着 
重 研究 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 . 请 读者 特别 注意 , 对 于 抛物 型 方程 的 初 值 问 题 与 
初 边 值 问题 ， 其 初始 条 件 仅 有 一 个 , 即 给 定 未 知 函数 “ 的 值 ， 这 与 双 曲 型 方程 的 情 
形 不 同 . 
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2. 能 量 不 等 式 


gn 
最 基本 的 先 验 估计 式 称 为 能 量 不 等 式 . 

设 8 为 有 界 区 域 ， 记 Qi = (0,t) x 8, E(t) = [s(t,z)dz, 则 有 如 下 定理 . 

定理 1.1 设 方程 组 (1.1) 的 系数 为 C%(0) 函数 ,满足 条 件 (1.1). 若 ve Ce 
是 问题 (1.1), (1.4), (1.5) 的 解 ， 且 je 2(Q7), 则 对 一 切 t < 7, 能 量 不 等 式 


<c (20+ Patt] (1.6) 


证 明 在 (1.1) 式 两 边 乘 以 2u, 并 在 0 上 关于 z 积分 ， 得 到 


/ (a | (ai Uz; )z 3 Uz -oe 2uf dz. 
0 


i,j=1 


上 式 左边 第 一 项 可 以 写成 守 十， 第 二 项 利用 分 部 积分 有 
-上 2 Si (QijUz; )z dz 人 QijUz; Uzidy > 2a > u2 dx. 


2,7 二 1] 


又 利用 Schwarz 不 等 式 可 得 
2 (Doo, 十 me dz| < cf lw|: (> elt) dz 


<of wdrtc 上/ udz, 
,人 认 0 


| 2ufa < [war | f2dz. 
2 2 2 


E'(t)+a / SE dz < C2 E(t) + f2dz. (1.7) 


1 i=1 


不 考虑 左边 的 第 二 项 ， 将 不 等 式 关 于 上 积分 ， 得 


E(t) < E(0)+ C2 | Bart 人 上 f2dzrdt. 


由 Gronwall 不 等 式 即 得 (1.6) 式 ， 证 毕 . 
注 将 (1.6) 式 代 入 (1.7) 右边 , 我 们 实际 上 可 以 得 到 比 (1.6) 更 强 的 不 等 式 : 


pO+af, uz, dxdt < c (B00) J frdedt ) (1.8) 


i=1 
它 在 以 后 将 被 用 到 . 


于 是 ， 我 们 有 
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3. 用 Galekin 方法 解 初 边 值 问题 


与 双 曲 型 方程 的 情形 一 样 ， 可 以 用 Galekin 方法 解 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 
(1.1), (1.4), (1.5). 

定理 1.2 设 pe€ 有 丽 (0) f € 2(Q7T), 则 存在 唯一 的 函数 vs C(0,7]， 
IL2(8)) nL2([0, 了 T]，HG (9)) 满 足 方程 (1.1) 与 初始 条 件 (1.4). 

证 明 ”如 第 4 章 定理 3.1 中 所 做 的 那样 ， 取 函数 列 {wxkj}k=1,2… 为 HE(0) 的 
一 组 基 ， 且 使 {wx} 在 22(2) 中 形成 一 个 完备 的 标准 正 交 系 . 于 是 ， 可 以 选取 适当 
的 函数 p*, 使 , 


pv 二 > PE (1.9) 
k=1 
在 HO(f) 中 收敛 于 p(z). 设 
wt) = Dw 
k=1 
为 初 边 值 问题 的 近似 解 ， 可 构造 w(t) (k= 1,…,v) 应 满足 的 常 微分 方程 组 
(wus) 十 IB Uj, ] = (f, wex), l1<k<w, (1.10) 
j=1 


其 中 a(t; v1,v2) 为 双 线 性 形式 : 


i Oo 
oo 人 (三 co 光 Dr, 2 dea) 
上 式 右 边 也 被 简 记 为 

-(M (t,z, 雹 )oooo) 


求 出 常 微 分 方程 组 (1.10) 满足 初始 条 件 


ws(0) = (1.11) 
的 解 以 后 ， 作 , 
u(t) = > ut(t)ws, (1.12) 
k=1 


它 就 是 问题 (1.1), (1.4), (1.5) 的 近似 解 . 
由 于 {wx} 是 22(2) 中 标准 正 交 系 ， 我 们 有 ws = (wv,wxk). 故 可 以 将 (1.10) 改 
写 为 
(jia (Nm 二 Janae] = (pan (1.13) 
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再 将 (1.13) 乘 以 us, 并 关于 相 加 ， 得 
(LU ) 一 (M(t,z, 2 )w wy) = (f,u,). (1.14) 
于 是 ， 如 定理 1.1 的 证 明 中 所 做 的 那样 ， 可 得 能 量 不 等 式 


2 2 2 2 
jw bzzco) + “人 [Voul dzdt < ci EE 下 f ttt] (1.15) 
(1.15) 式 说 明 ， ww 在 空间 [2([0, 了 ,到 (0)) 与 L~(I0,T],L2(0)) 中 形成 有 界 序 
列 ， 从 而 可 以 选取 出 子 序列 ， 不 妨 仍 记 它 为 ww， 使 它 在 Lx(I0,7], 码 (0)) 中 弱 收 
化 于 u， 于 是 ， 与 第 4 章 定理 3.1 的 证 明 相仿 ， 我 们 可 以 得 到 ， 对 任意 满足 1 < 
p< oo 的 P (站 hw() 旧 oydt) ”一 致 有 界 .进一步 利用 上 一 章 的 引 理 3.2 可 知 
u € Lo([0,T], 52(0)). 
由 (1.13) 知 4 按 分 布 意义 满足 


(a (Mts) we)) = 0) 
其 中 记号 (，) 在 第 一 个 元 素 属于 有 -1(f) 而 第 二 个 元 素 属于 而 (2) 时 应 理解 为 
HT (1) 元 素 与 HH( 人 2) 元 素 的 对 偶 积 ， 由 {wk} 在 L?(8) 中 的 稠密 ， 即 知 4 按 分 
布 意 义 满足 (1.1). 
由 方程 (1.1) 知 ， w € 52([0,T],H~1(0)). 于 是 w(0) 有 确定 的 意义 ， 记 vw = 
wu 一 4 对 于 任意 的 pe Ces(D)， 


(ol0), 0) = (0 0 npr = (oD,0) - | Avs war 
在 [0,T] 上 积分 ， 可 得 
了 T t 
Two 可 = (ol, pat | fw parat 


与 第 4 章 定理 3.1 的 证 明 相仿 , 由 必 在 L2([0, 7T], H4(0)) 中 弱 收 敛 于 零 知 /7 (ww 人 
9p)dt 一 0, 上 且 慌 (Mw;p)dr 对 一 切 t 控 制 收敛 于 零 , 从 而 v(0) 收敛 于 零 . 故 w(0) 
弱 收 敛 于 v(0). 又 w(0) 一 p(z) 在 L2(8) 中 成 立 ， 所 以 满足 条 件 (1.4). 

由 定理 1.1, 解 的 唯一 性 是 明显 的 . 

最 后 我 们 说 明 ve C([0, 了 T],L2(0)), 这 一 事实 可 以 从 we L2([0,T], HE(0)) 与 
wut E L2([0,T], HH-1(0)) 利用 函数 空间 的 插值 定理 所 得 到 ， 这 里 我 们 给 出 一 个 初等 
的 证 明 . 事实 上 , 记 W = {wu; vw € L2([0,7T], HE(0)),wi € L2([0,T],H-1(N))}, 且 


2 2 2 
lully = lallacto,nimice)) wirz0n,g-1c0)) 
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则 C>([0,T], (0)) 在 W 中 稠密 ， 当 vw 为 C>([0,7T], H3( 人 )) 中 的 元 素 时 ， 
5 (wu)za(O) = 2(v, Vt)L2(0); 


两 边 积分 可 得 
jllcuom,zzcoy) < Cllvlly. 
所 以 利用 通 近 可 知 W Cc C([0,T], 2(0)). 故 由 Galekin 方法 得 到 的 解 ve€ C([0, 了 于， 
L2(0)). 证 毕 . 
习 题 
1 . 试 推导 二 阶 抛物 型 方程 取 第 二 或 第 三 边界 条 件 的 初 边 值 问题 的 能 量 不 等 式 . 
2 . 若 方程 (1.1) 右 端 项 f(t,z) 仅 为 L([0, 了 到 (2)) 函数 , 能 否 建 立 相 应 的 能 量 不 等 式 ? 


$5.2 算 子 半 群 与 无 穷 小 生成 元 
1. 算 子 半 群 方法 的 基本 思想 


以 下 用 算 子 半 群 方法 讨论 抛物 型 方程 ， 所 介绍 的 方法 亦 适用 于 其 他 的 发 展 型 
方程 ， 如 双 曲 型 方程 、 Schrodinger 方程 等 . 

首先 我 们 以 热传导 方程 的 初 边 值 问题 为 例 介 绍 半 群 方法 的 基本 想法 . 在 [0, 7] x 
[0, co) 中 考察 问题 ， 


Ut = Uzz, 0<Z<T t>0， (2.1) 
u(t,0) = 0， ult,7)=0, +t>)0, (2.2) 
u(0, 2) = vo(7), 0 < Z < T. (2.3) 


这 个 问题 可 以 用 分 离 变量 法 求解 ， 它 的 解 为 
已 2) = D> ae 一 mt sinnz, (2.4) 
n=1 


其 中 
2 


ud = 2 人 to(Z) sin mnZdZ. (2.5) 


若 wo(z) e [2[0,7], 级 数 (2.4) 在 t > 0 时 是 绝对 收敛 的 ， 又 对 任 一 5 > 0, 在 t>56 
时 级 数 六 se uBe-"tsinnz 及 其 关于 z 或 二 逐 项 求 导 所 得 的 级 数 ， 都 一 致 收敛 ， 
故 u(t,z) 满足 (21 1) 与 (2.2), 而 且 由 


ws A Co 
| > ude -tsinng — uo(z )| wz 2 了 0 a 4) 
0 
n=1 n 二 1 
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知 ， 当 一 0 时， w(t,z) 在 了 2 中 收敛 于 wo(z), 故 ult,z) 满足 (2.3). 从 而 按 上 述 
意义 ， ult, z) 是 问题 (2.1)~(2.3) 的 解 . 
如 果 在 (2.4) 式 中 将 t 固定 ， 并 将 该 式 视 为 从 uo(z) 到 ult,z) 的 一 个 映射 ， 并 
以 S(t) 记 之 ， 则 有 
u(t, x) = S(t)uo(z). (2.6) 
记 [0,00) 为 Ri, 对 te Ri,S(t) 是 [2[0,7] 到 [2[0,7] 的 一 个 线性 映射 又 若 
ti，t2 € R14, 对 于 任 一 wo(z) € L?[0,7], S(ti)vo(x) = D> (vpe-" ti)sinnz, 且 


S(t2)S(ti)uo(x) = > (ue-™ ti)e-n to sin nz 


n=1 
Oo 
站 2 和 
= > Ue ™ (t+t2) Sin nz 
n=1 


一 S(ti 十 t2 )uo(7). 
故 由 wo(z) 的 任意 性 知 : 


S(t2) ， S(ti) 一 S(ti 十 t2), ti,t> 之 0. (2.7) 


此 外 ， 又 有 显然 的 事实 

5S(0) = 工 (2.8) 
所 以 算 子 族 5( 构成 单 参数 半 群 . 此 外 ， 对 任 一 wo(z) e L?2[0,7], 由 于 了 上 一 +0 时 
SU)uo 一 Uo, 所 以 S(t)juo 当 te [0,co) 时 关于 + 为 强 连续 的 . 又 由 于 在 L?2[0,7] 中 


OO 
一 2 
> ude 上 Sin ma 


n=1 


2 1/2 
- (和 >》 (好 )2e 一 27m 


n=1 


1/2 
(oe 


=e |vo(z)), 


从 而 有 13 人 | < ee < 1. 这 表明 S(t) 是 压缩 映射 因此 ,我 们 称 S(t) 是 一 个 单 参 
数 线性 连续 压缩 算 子 半 群 由 前 面 讨论 知 ， 初 边 值 问题 (2.1)~(2.3) 的 解 可 以 通过 
这 个 半 群 表 为 S(t)uo(z) 的 形式 ,一旦 算 子 半 群 S(t) 被 找到 ， 解 u(t,z) 也 就 得 到 
工 : 


lu(z, t)| = 


85.2 算 子 半 群 与 无 穷 小 生成 元 . 175 . 


以 上 的 想法 具有 普遍 性 ,一 般 情 形 下 ， 人 们 常 把 描述 随时 间 演 化 过 程 的 偏 微分 
方程 初 边 值 问题 写成 


d (2.9) 


人 
由 ,0 = uo 


的 形式 ， 其 中 4 为 定义 在 某 个 特定 函数 空间 上 的 偏 微分 算 子 (或 算 子 矩阵 ). 偏 微 
分 方程 初 边 值 问题 的 边界 条 件 往 往 以 适当 的 方式 出 现在 算 子 4 的 定义 域 中 ， 问 题 
(2.9) 的 解 利用 算 子 半 群 S(t) 表示 为 S(t)uo 的 形式 . 于 是 问题 就 化 为 怎样 的 算 子 4 
可 以 诱导 出 一 个 单 参数 算 子 族 ， 它 构成 所 需要 的 算 子 半 群 . 


2. 无 穷 小 生成 元 


定义 2.1 设 五 为 给 定 的 Hilbert 空间 ，{S(),t > 0} 是 五 上 的 一 族 线性 算 
子 ， 满 足以 下 条 件 : 


(1) $(0) = 1; 
(2) S(ti+t2)= S(t2)S(t1), t,t2 >0; 
(3) S(t)z € C{[0, 0), H), vr eH; 
(4) |IS(W) < 1, 


则 称 S(t) 是 单 参数 线性 连续 压缩 算 子 半 群 , 简称 压缩 算 子 半 群 . 
定义 2.2” 设 {5(2),t > 0} 是 Hilbert 空间 互 上 的 压缩 算 子 半 群 ， 记 集合 


D= {z eH, lim， 存在 } (2.10) 
则 可 定义 D 一 五 的 算 子 B 为 


Bz = lm 
h—++0 


(2.11) 


称 B 为 算 子 半 群 5(t) 的 无 穷 小 生成 元 . 

在 定义 2.2 中 ， 万 是 算 子 B 的 定义 域 ， 它 是 五 中 使 SOz 在 t= 0 处 关于 +t 
可 求 导 的 元 素 t 的 全 体 . 而 B 就 表示 S(t) 在 0 点 关于 上 的 导 算 子 ， 给 定 了 S(t)， 
必 有 无 穷 小 生成 元 B. 但 一 个 算 子 能 作为 某 个 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 则 是 
有 条 件 的 ,下面 的 一 系列 定理 就 是 回答 这 个 问题 的 ， 作 为 准备 ,我 们 先 介绍 无 穷 小 
生成 元 的 几 个 性 质 . 

定理 2.1 无 穷 小 生成 元 B 的 定义 域 DD 是 五 中 的 稠密 集 , 且 对 任 一 上 > 0,z < 
H, 有 [60S( (7T)zxdr €E D(B), 以 及 


= 人 BA (2.12) 
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证 明 记 z = /605(7)zdr, 则 对 h>0， 


>(S(h) )2z — zt) =3(/ a S(T+h)zdr— [a S(T jar ) 
= ( 太 S(T)zdr— 三 sr 
= ( / es [ s(n)edr) . 


令 hh 一 十 0, 右 端 以 S(t)zx - z 为 极限 . 由 此 得 到 zi € D, 目 Br = S(t)x 一 zx. 又 由 
于 t+ 一 0 时 ， zzt 一 Zz 所 以 DD 在 甩 中 笛 密 . 证 毕 ， 
定理 2.2 ”对 每 个 ze D, 有 S(t)z e C1([0, 0%0), HH)， 


De Bz = 三 S(t) Bzdt, t+>0, (2.13) 


并 由 此 可 知 B 为 闭 算 子 . 
证 明 若 xeD,t>0, 则 有 
>(S(t Es =(S(h) = = S(O(S(h)r 二 
令 hh 一 +0, 由 于 等 式 最 右边 表达 式 的 极限 存在 ， 故 每 个 表达 式 的 极限 均 存 在 ， 从 
而 得 
DrSstz=B5tbz= 5 四 Brzr， rE€ED,t>0, (2.14) 


其 中 D+ 表示 右 导 数 ， 同 理 ， 当 0 <h<t 时 ， 有 


1 


GA — S(t—h)z)= S(t—h)-(Sh)zr — 7). 


1 
h 
令 hh 一 十 0 可 得 
DS(t)z = S(t) BY, rE€ED,t>0, (2.15) 

其 中 D7 表示 左 导数 .” (2.14) 与 (2.15) 表明 S(t)z € C1([0,co], 万 ), 且 将 (2.14) 从 
0 到 了 上 积分 ， 并 注意 到 5S(0) = 了 即 得 (2.13) 式 . 

再 证 B 是 闭 算 子 . 事实 上 , 车 zn € D, 且 zn 一 ZY, Bzxn 一 y 在 中 成 立 则 
对 每 个 h > 0, 由 (2.3) 知 


1 1 /? 
PAA 一 Zn) = 万 S(T)Bzn adr. 


令 n 一 oo, 即 得 
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再 令 hh 一 +0, 可 得 


nm FMT — 2) = 5(0)y =Y, 


所 以 z € D, 且 Bx =y, 这 就 证 明了 B 是 闭 算 子 . 证 毕 
3. 线性 压缩 算 子 半 群 的 存在 性 与 唯一 性 


下 面 的 定理 完整 地 回答 了 怎样 的 算 子 可 以 作为 一 个 线性 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 的 问题 . 

定理 2.3 ” 设 B: D 一 昌 是 Hilbert 空间 中 给 定 的 线性 算 子 ， 则 B 是 某 个 压 
缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 : (1) B 是 HH 中 的 稠 定 闭 算 子 ， (2) 对 
一 切入 > 0, 入 -- 忆 是 也 一 五 的 单 映 射 与 满 映射 ， 且 ||A( 入 一 五 )-!|| < 1 

证 明 ” 先 证 必要 性 , 若 B 是 压缩 算 子 半 群 {S(t),t > 0} 的 无 穷 小 生成 元 , 则 由 
定理 2.1 与 定理 2.2 知 B 是 稠 定 闭 算 子 .又 对 于 入 > 0, 容易 验证 {etS(t);t > 0} 
也 是 一 个 压缩 算 子 半 群 , 它 的 无 穷 小 生成 元 是 B 一 和 , 以 DD 为 其 定义 域 , 故 由 (2.12) 
与 (2.13) 得 . 


t 
0 / eXS(r)(B_ Nzdr, weD,t>0, (2.16) 
0 


t 
eS(tjy—-y=(B-— »/ €— NS(T)ydr7, y EH,t>0. (2.17) 
0 


因为 le-*tS(t)yl| < e-X*|lyll, 所 以 当 t 一 co 时 上 面 两 项 积分 收敛 . 另 一 方面 由 S(t) 
的 有 界 性 知 ， 当 上 一 oo 时，e- 闵 S(t)z 一 0,e-XS(t)y 一 0. 这 样 ， 在 (2.16), (2.17) 
中 令 上 一 oo 即 可 得 


z= / eS(7T)(A— B)rd7, rE€D, (2.18) 
0 


= (A—B) etS(r)ydr7, vy €H. (2.19) 


由 (2.18) 知 入 一 召 为 单 映射 ， 因 为 从 (和 一 B)z =0 即 可 得 z=0. 而 由 (2.19) 可 知 
和 一 B 为 满 映射 , 因为 互 中 任 一 元 素 均 在 和 一 B 的 值 域 中 . 又 由 (2.19) 式 ， 


[A 
故 有 
GQ-B)- | <1 


再 证 充分 性 . 我 们 将 利用 B 构造 一 个 压缩 算 子 半 群 5(t), 这 将 分 以 下 三 步 进 
行 ，(1) 用 有 界 算 子 B 来 通 近 B; (2) 利用 BA 作 算 子 半 群 {SA( = et3*,t > 0}; (3) 
说 明 lim、-,oo Ss(t) = S(t) 存在 ， 且 是 所 要 求 的 半 群 . 
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(1) 据 定 理 的 条 件 ， 对 一 切 > 0, 和 一 B 是 D 五 的 单 映射 与 满 映射 ， 且 
XA 一 B)- 圳 < 1 故 若 作 BA = 和 B( 和 一 B)-!1, 即 有 


(BA 十 NA)( 入 一 巨 ) = BA( 入 一 巨 ) 二 和 A 入 一 万 ) 
=AB+ 站 -AB=X. 


因此 
B=—A+ 和 XA—B)-l. (2.21) 


由 此 又 有 Bl < 2 和 , 故 B、 是 定义 在 H 上 的 线性 连续 算 子 . 
由 (2.21) 可 知 ， 当 ze D, 和 >0 时， 


[A —B)- iz -z= | 1Bzl| < A Bz < A Bzl|, 


从 而 对 一 切 zx € 也, 当 入 一 00 时 ，A( 和 一 B)-iz 一 z. 但 由 于 忆 是 互 中 稠密 集 ， 且 
由 | 和 (和 一 B)- 圳 <1 知 ，{X( 和 一 B)-!} 关于 入 是 一 致 有 界 的 . 因此 对 一 切 > eH， 
也 有 和 (和 一 B)-'z 一 Zz. 于 是 ， 当 xzeD 时 ， 


Bsr = MA— B) Bz 一 Bz. 
(2) 对 于 五 中 的 线性 有 界 算 子 .类似 地 ， 对 +> 0 可 以 定义 


、_ (BM)” 
Eee » se (2.22) 
显 见 ， eB 仍 是 一 个 线性 有 界 算 子 ， 类 似 地 ， 对 上 > 0 可 以 定义 
S\(t)=etB*, 入 > 0t>0. (2.23) 


容易 证 明 {5、(t),t > 0} 构成 一 个 压缩 算 子 半 群 ， 事 实 上 ， 定 义 2.1 中 的 条 件 (1)， 
(2) 显然 是 满足 的 ， 又 从 


Ss (DI = |lexp(t(—A+ XA— BT )) 
=e "|lexp(X2(A— B)- | 
<e eto1 
可 知 ， Sa(t) 是 压缩 的 ， 而 当 > to 时 ， 
(Sa(t1) — $a(t2))zll < NI(Sa (ti ~ to) — 7)zl 
_ > ((t1 — t2) BA 


n 
L 
nl! 


n= 二 1 


> ((t1 一 妇 )BA)” Bz 


< (1 ta) (n+ 1)! 


n=0 
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从 而 5、(t)z 关于 tt 连续 . 
显然 ，{Sa(t),t > 0} 的 无 穷 小 生成 元 就 是 B、, 即 


DiSx(bz = BAS(t)z, vrel. 
(3) 对 任意 zx e D, 有 
S\(t)z — S(t)z 
三 全 (8 他 一 7)SAM(r)jzjdr 
三 三 A: 


于 是 由 SA(t) 的 压缩 性 知 
lsx(bz — S(t)zl < tlBaz — Bzll. 


由 此 可 知 ， 当 x € D 时 ， {5、(t)z} 构成 一 个 关于 有 限 区 间 中 的 上 是 一 致 的 Cauchy 
序列 . 于 是 ， S(t)z 在 D 中 关于 上 一致 收敛 ， 再 利用 ‖Sx(| < 1 可 得 ， 对 任 一 
x &€ 昌 ,S(t)z 在 互 中 收敛 ， 且 当 上 属于 有 限 区 间 时 ， 这 种 收敛 是 一 致 的 ， 从 而 可 
定义 S(t) 为 

S(t)z = im SA(t)z, vz E 万 . (2.24) 


易 见 S(t) 是 五 中 的 线性 算 子 ，S(0) = 了 ,S(t1+t2) = S(tz)S(t1). 由 于 式 (2.24) 中 的 
收敛 在 有 限 区 间 上 是 一 致 的 , 且 Sx(t)z se C([0, 00), H), 所 以 S(t)x € C ([0, 00), 且 ). 
最 后 ， S(t) 的 压缩 性 可 以 由 5S、(t) 的 压缩 性 导出 ， 从 而 S(t) 满足 定义 2.1 中 的 全 
部 条 件 ， 故 {5(t),t > 0} 构成 压缩 算 子 半 群 . 

最 后 需 说 明 的 是 算 子 半 群 5(t) 以 B 为 无 穷 小 生成 元 . 事实 上 , 若 z € D,h>0， 
则 5、(t)BAx 一 S(t)Bz 在 0<t<h 上 一 致 成 立 ， 而 由 于 B、 是 算 子 半 群 SA( 的 
无 穷 小 生成 元 ， 利 用 (2.13) 式 有 


h 
a SN (2.25) 


令 入 一 co, 即 得 
h 
S(h)z—z= 1 S(T)BzdrT. 
所 以 当 z Ee D 时 ， D+(S(0)z) = Bz. 今 若 记 C 为 算 子 半 群 {5(t);t > 0} 的 无 穷 小 
生成 元 ， 则 前 面 已 指出 P(B) = DC D(CO), 且 当 zED 时 Bz=Czx. 于 是 C 是 B 
的 扩张 , 从 而 I-C 是 I 一 B 的 扩张 . 但 由 假设 知 ，I 一 B 为 满 映 射 ， 同 时 由 前 面 
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必要 性 证 明 部 分 的 推导 知 了 - C 为 单 映射 . 故 了-C 不 能 再 在 D(B) 以 外 定义 ， 否 
则 就 与 1 一 C 为 单 映 射 的 性 质 相 矛盾 ， 于 是 就 得 到 D(B) = D(C), 从 而 B= 0, 即 
B 为 算 子 半 群 {S(t);t > 0} 的 无 穷 小 生成 元 证 毕 . 

上 述 定理 可 视 为 压缩 算 子 半 群 的 存在 性 定理 ， 相 应 地 ， 我 们 有 如 下 唯一 性 定 
理 : 

定理 2.4 设 T(t),5(t) 为 卫 上 给 定 的 两 上 压缩 算 子 半 群 ， 它 们 有 相同 的 无 
穷 小 生成 元 B, 即 


,lim, TO 到 汪汪 ,lim, Se =Bzr, veD(B)， (2.26) 
则 对 tz0 有 T(t)= S(t). 
证 明 由 (2.19) 式 知 ， 对 任意 的 ye HH， 
三 e- 5S(r)ydr = (入 一 已 )-17 本 e-^7T(T)yd7， VA > 0. (2.27) 
0 0 


今 取 任 意 的 ze H 与 等 式 两 边 的 量 作 内 积 ， 可 得 
e-^7(S(r)y,z)dr = / e—*"(T(T)y, z)dr7, VA > 0. 
0 0 


所 以 对 一 切 y,z € 互 , 有 
(SHY, 2) = (T(t)y,z), 
故 S(t) = T(t). 证 举 . 
4. 一 般 线性 算 子 半 群 的 情形 


上 面 所 得 到 的 结果 还 可 以 推广 到 更 一 般 的 线性 算 子 半 群 的 情形 ， 如 果 {S(b) 
t > 0} 是 玉 上 的 线性 算 子 族 ， 满 足 定义 2.1 中 的 条 件 (1), (2), (3), 则 称 S(t) 为 音 
参数 线性 连续 算 子 半 群 ， 或 简称 为 Co 算 子 半 群 . 又 若 S(t) 对 任意 实数 上 有 定义 ， 
且 定 义 2.1 中 条 件 (2) 也 对 任意 实数 己 ,t 成 立 ， 则 称 S(t) 为 Cu 算 子 群 
定理 2.5 若 {1S(b,t> 0} 是 Hilbert 空间 五 上 的 Co 算 子 半 群 ， 则 必 有 与 t 
无 关 的 常数 M 和 6, 使 得 
IS(ON < Me (2.28) 


证 明 ” 先 证 必 有 常数 a > 0, 使 supo<i<a115(2) < +oo， 若 不 然 ， 则 存在 一 
列 数 t; 一 0 使 S(tj 川 一 +co， 由 S(t) 所 满足 的 条 件 知 ， 对 一 切 > < 五, 有 
limt; 0 S(t;)x = xz. 所 以 由 共鸣 定理 知 ， sups, 5(tj) 川 < +eo, 这 就 导致 矛盾 . 于 
是 ， 可 找到 a > 0, 使 supos<tsa1S(|| = Mo。 是 一 个 有 界 量 . 
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由 于 3S(0) = 7, 所 以 Mo > 1. 将 M。 写成 ee", 则 有 6 > 0. 今 对 任意 的 
t € [0, co), 必 有 非 负 整 数 n, 使 得 na 和 < (n+l)a. 记 t=na+t+s(0<<s<a), 则 有 


SN < (SC(0))"N: SC < S(O :ss)ll 
< eM < Moe , 


此 即 (2.28) 式 . 

对 于 一 般 的 Co 算 子 半 群 ， 也 可 定义 其 无 穷 小 生成 元 ， 这 时 ， 作 为 无 穷 小 生成 
元 的 算 子 B 的 定义 域 D 以 及 算 子 本 身 的 表示 仍 分 别 具 有 形式 (2.10), (2.11). 

类 似 于 定理 2.3 的 证 明 ， 可 以 得 到 阐述 一 般 Co 算 子 半 群 与 其 无 穷 小 生成 元 之 
关系 的 定理 如 下 : 

定理 2.6 设 {S(t);t > 0} 是 Hilbert 空间 态 上 的 Co 算 子 半 群 ，|1S(2)|| < 
Me 上 算 子 B: DD 一旦 为 S(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 

(1) B 是 H 中 的 币 定 闭 算 子 . 

(2) 对 一 切 复数 和 , 若 满 足 Rex > 6, 则 和 一 B 是 D 一 五 的 单 映射 与 满 映射 ， 
且 对 任意 mw， 

A-B) "| < M(ReA— 8)". i (2.29) 


反之 , 若 B 为 定义 在 DC 互 上 的 一 个 线性 算 子 ， 满 足 条 件 (1), (2), 则 B 必 
为 一 个 Co 算 子 半 群 S(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 上 S()|| < Mest. 

证 明 ”我 们 只 对 6 = 0 的 情形 加 以 证 明 . 对 6 > 0 的 情形 , 令 S1(t) = e 2845 提 
及 Bi = -86+ B, 即 可 化 到 6=0 的 情形 . 

为 证 必要 性 ， 只 需 指出 (2.29) 成 立 ， 因 其 余 论 断 的 证 明 与 定理 2.3 的 证 明 完 全 
相同 , 注意 到 导出 (2.19) 式 时 , 我 们 实质 上 只 用 到 | 5 人 | 的 有 界 性 ， 而 不 需要 S(t) 
的 压缩 性 ， 因 此 对 一 般 的 Co 算 子 半 群 S(t) 仍 有 式 (2.19) 

y= (入 一 也 ) eS(r)ydr7, vvye€eH. 
0 
故 对 任意 mn 有 
y= (A—B)” . 汪 居 e— Nnittrmn) S(T 十 … 十 Tn)ydTi:… drmn. 
所 以 


Oo Oo 
| B) "yl < 小 |/ |e 一 (ra 十 rm) S(t + 7m)y||adni an 


nN oo 
<MIolT[ 人 |e-xnjor 


i=1 


< (ReA)- M lyll. 
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由 此 得 (2.29). 

为 证 充分 性 ， 也 像 定理 2.3 的 证 明 那 样 ， 对 实数 和 , 作 BA = AB( 和 一 B)-!, 则 
我 们 仍 有 :， BA 为 有 界 算 子 ， 且 其 界 被 一 个 与 和 无 关 的 常数 M 所 控制 . 故 对 一 切 
TE D, 有 Bx 一 Bz 等 事实 此 外 ， 5、(t) = et 3* 为 Co 算 子 半 群 ， 它 以 BAz 为 
无 穷 小 生成 元 ,， 且 

| 5 人 | = 二 和 — BB) ))|| 
e 一 和 上 = Tt 入 一 B)-"||. 


由 于 和 为 实数 ， 且 注意 到 我 们 已 在 6 = 0 的 情形 讨论 算 子 5(), 故 条 件 (2.29) 即 
A 一 B)-"|< MA "所 以 有 
|S < et TX M 二 坟 
再 利用 定理 2.3 中 的 推理 方法 可 知 ， 对 一 切 上 > 0,z € H,， 
S(t)z = Jim SM\(t)z 

存在 , 且 S(t) 满足 Co 算 子 半 群 的 诸 性 质 ， 并 且 由 | SG < M 容易 推 得 上 S(t)|| < 
M. 证 毕 . 

定理 2.6 是 由 Hill 与 吉田 耕作 分 别 独立 建立 的 ， 称 为 Hill-Yoshida 定理 , 它 在 
线性 算 子 半 群 理论 中 极为 重要 . 

习 题 

1 . 试 考虑 作为 偏 微分 方程 的 求解 方法 之 一 ， 为 什么 讨论 单 参数 连续 算 子 半 群 而 不 是 单 参 
数 连续 算 子 群 . 

2 . 详细 说 明 在 定理 2.6 的 说 明 中 令 5S1(t) = e815S(t) 及 Bi = -8 十 B, 就 可 以 把 定理 化 
到 6 = 0 的 情形 . 

3 ,说 明定 理 2.6 中 的 条 件 (2) 可 改 为 : 对 一 切 大 于 6 的 正 整 数 m,m 一 B 是 DD 一 五 的 
单 映射 与 满 映射 ， 且 


|(m—-B "< Mm-B)", ven. 


85.3 ” 算 子 半 群 方法 的 应 用 


1. 增生 算 子 


本 节 中 讨论 算 子 半 群 方法 在 求解 抛物 型 方程 与 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 中 的 应 
用 . 为 便于 今后 的 应 用 , 我 们 将 给 出 定理 2.3 的 另 一 形式 , 为 此 先 引入 下 面 的 定义 . 
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定义 3.1 设 4 为 Hilbert 空间 互 上 的 线性 算 子 ， 若 它 满足 
Re(4z,z) > 0， (3.1) 


则 称 算 子 4 为 增生 的 (accretive). 

定理 3.1 ”线性 算 子 -4 可 以 作为 巨 上 某 个 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 
充分 必要 条 件 是 : (1) 4 是 H 中 的 稠 定 闭 算 子 ， (2) 4 是 增生 算 子 ， (3) 对 某 个 
入 > 0, 入 十 4 是 满 映 射 . 

证 明 ”我 们 利用 定理 2.3 来 证 明 本 定理 先 证 必要 性 ， 条 件 (1), (3) 可 由 定理 
2.3 的 必要 性 部 分 立即 推 得 .又 定理 2.3 指出 ， 对 入 > 0, ze D(4) 有 


上 (+ 4 > Xllzl. (3.2) 
两 边 平方 ， 可 得 
Xz)? +2MRe(Az,z) + A > X lell, 


从 而 
家 二 -到 14zl2。 (3.3) 


由 于 入 可 取 为 任意 正 数 ， 故 得 (3.1) 式 . 

再 证 充分 性 . 若 定理 3.1 的 条 件 成 立 ， 由 于 4 为 增生 算 子 ， 所 以 (3.3) 成 立 . 
逆转 刚才 的 运算 过 程 ， 即 知 (3.2) 也 成 立 ， 所 以 和 + 4 是 单 映 射 ， 又 由 于 和 + 4 是 
满 映射 ， 故 (和 十 4)-! 是 定义 在 妃 上 的 线性 有 界 算 子 ， 且 ||XA+ 4)-!|| < 1 今 
对 任意 的 Xe C, 有 | 和 -NA+4-< 人 -入 |/ 故 当 | 和 -AI< 入 时 ， 算 子 
I 二 (和 一 和 (+ 4)-! 是 可 逆 的 . 

现 指出 当 |X 一 和 | < 入 时 ， 入 +4 也 是 可 逆 的 . 事实 上 ， 入 +4= 入 +4+( 一 人 
=(A+4IU+AX-ANA+4)-0, 故 由 A+4 以 及 T+( 和 -和 MIA+4)-: 的 可 道 性 知 
入 + 4 也 可 道 .这样 ， 我 们 就 得 知 ， 当 入 满足 0< 入 < 2 时， 入 + 4 都 是 可 逆 的 
(当然 此 时 入 + 4 为 满 映 射 ). 逐次 递 推 可 知 ， 对 一 切 和 > 0, 入 + 4 都 是 满 映射. 

再 利用 4 为 增生 算 子 的 性 质 可 知 ， 对 任意 入 > 0 以 入 替代 和 后 的 (3.3) 式 成 
立 ， 从 而 有 


[G+ 6z|| > Xell. 


这 就 容易 推 知 X+ 4 是 单 映射 ， 且 XX + 入 -十 < 1 于 是 ,由 定理 2.3 可知 ， 一 4 
是 某 个 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 证 毕 . 
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2. 对 抛物 型 方程 初 边 值 问题 的 应 用 


利用 算 子 半 群 方法 求解 发 展 型 方程 定 解 问题 时 通常 有 以 下 几 个 步 又， 首先 将 
具体 的 偏 微分 方程 定 解 问题 化 成 抽象 的 发 展 型 方程 初 值 问题 ， 如 


du 
i 
| 履 (3.4) 


ulio = wo 


所 示 ， 其 中 算 子 4 一 般 是 一 个 微分 算 子 ， 并 且 通 过 其 定义 域 的 规定 已 把 解 应 满足 
的 边界 条 件 的 要 求 包括 在 内 . 其 次 说 明 算 子 4 满足 一 定 的 条 件 ， 从 而 能 作出 一 个 
算 子 半 群 {5(t),t > 0}, 它 以 -4 为 无 穷 小 生成 元 这样， 抽象 发 展 方程 初 值 问题 
的 解 就 可 以 用 S(t)wo 表示 ， 再 回 到 原始 的 定 解 问题 ， 即 得 所 需 之 解 . 

以 下 讨论 系数 仅 依 赖 于 变量 z 的 抛物 型 方程 


2 = 阳 二 (wa 如 这 ) 十 Du 器 + = f(z,t), 
EN CR", 0<t<T (3.5) 
的 初 边 值 问题 ， 初 始 条 件 与 边界 条 件 分 别 为 
7 国 = wo(7), (3.6) 
lenoa = 0 (377) 


我 们 还 设 系数 aij(z) 对 称 ，asj(z), bi(z), c(z) e C% (加), aiy(z) 满足 一 致 椭圆 条 件 . 
记 瑟 = (人 2), 以 及 


D= {u;u ee HG(N), Lou € H), (3.8) 
其 中 Zou = - ( 到 元 (ost zo) 和 D> bi(z ) 到 ed， 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 3.2 ”在 上 述 关 于 方程 (3.5) 的 天 时 及 想起 让 又 设 uo(z) € D, /= 0， 
则 存在 唯一 的 解 u(t, x) <s C1([0, 了 T), 瑟 ) n Co([0,T), D), 满足 方程 (3.5) 与 初始 条 件 
(3.6), 且 对 每 个 +> 0，w € Dc 本 (2), 从 而 按 迹 的 意义 满足 (3.7). 
证 明 车 对 (3.5) 的 未 知 函 数 4 作 变 换 v = e^ tv, 则 该 式 化 成 


Ov « 0 Ov Ov a 
A 0 ny at ee = : 3.9 
5 2 Bz ou 个 训 2 (3.9) 
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由 第 2 章 的 Girding 不 等 式 知 ， 存 在 Ao > 0, 使 和 > Xo 时 ， 对 一 切 (0)， 
(Lav,v) > aa |loll2 . (3.10) 


由 于 初 边 值 问题 (3.5)~(3.7) 解 的 存在 唯一 性 与 方程 (3.9) 初 边 值 条 件 v|,_o = uo(z)， 
vl(0,T)xan = 0 的 解 的 存在 唯一 性 是 等 价 的 ， 所 以 我 们 不 妨 一 开始 就 假定 ， 对 某 个 
常数 a > 0， 

(Louu) zallulin, vue Hi(N). (3.11) 


于 是 , 记 4 为 定义 在 D 上 的 微分 算 子 Lo, 就 只 需 讨 论 抽象 的 发 展 型 方程 的 初 值 问 
题 (3.4). 显然 ， 若 算 子 4 满足 定理 3.1 中 的 诸 条 件 ， 本 定理 即 得 证 . 故 以 下 验证 4 
满足 这 些 条 件 . 

首先 ，4 的 定义 域 包含 C>(8), 而 C>(0) 在 2(0) 中 稠密 ,所 以 万 在 互 中 
稠密 ,又 车 在 D 中 有 序列 {ww}, 使 wr 一 4 与 Aun 一 w 在 五 中 成 立 则 由 


(Alun — vim), Un — Um) > OC un 一 am， 


可 知 wr 一 u(H1(8)) 成 立 . 故 we (8). 由 Loun 在 到 中 收敛 于 w,Lou 在 
五 ~ 中 收敛 于 Low 知 Lo = w eH, 所 以 ue€E D, hw = w, 即 4 是 闭 算 子 . 

4 为 增生 算 子 的 事实 可 由 (3.11) 推 得 , 又 由 第 2 章 中 关于 椭圆 型 方程 解 的 存在 
性 定理 知 , 在 (3.11) 下 , 对 任意 入 > 0, 9 e 已 必 存 在 解 ue 丽 (O2), 使 (ATIo)v = 9， 
故 定理 3.1 中 的 条 件 (3) 也 成 立 . 

于 是 由 定理 3.1 可 得 到 一 个 压缩 算 子 半 群 S(t), 使 问题 (3.4) 的 解 可 以 用 S(t)wo 
表示 , 且 由 定理 2.2 知 , 当 wo € D 时 , w(t, zx) = S(t)uo € C1([0,T), 有 H), 又 因 wo e 了 ， 
故 (2.13) 式 给 出 S(t)jwo = wo 一 fo S(T)AuodT. 而 由 定理 2.1 知 ， J S(T)Auodr 
€ C?([0,T),D), 所 以 wz) € C°([0, T), D). 

再 证 唯一 性 ， 亦 即 证 明 i 


由 =o=0 
的 Ci([0,7),B) n Cafo,7),D) 解 必 为 零 解 ， 由 于 4 是 增生 的 ， 故 
把 的,u 人 的 ) = 2Re(w (0), u(t) 
= —2Re(Au,u) < 0. 
于 是 
[uO < Iu) =0, 


故 得 唯一 性 ， 从 而 定理 3.1 成 立 . 证 毕 . 
对 于 方程 (3.5) 中 f 关 0 的 情形 ， 我们 有 如 下 定理 . 
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定理 3.3 ” 设 问 题 (3.5)~(3.7) 中 系数 aij(z),bi(7x),c(z) 以 及 初始 资料 vo(z) 
满足 定理 3.2 的 条 件 ，f < C*([0,T), 五 ), 则 存在 唯一 的 解 ve C(I0,7), 8) mm 
C0([0, T), D). 

证 明 根据 齐 次 化 原理 可 以 猜测 ， 所 讨论 问题 的 解 应 当 具 有 形式 


u(t) = S(t)wo 十 人 S(t—7)f(r)dr. (3.12) 
故 只 需 验 证 g(t) = J。 S(t 一 7)f(7)dr 满足 9(0) = 0 以 及 方程 
十 49 = 上 (3.13) 


9(0) = 0 是 显然 的 ， 又 我 们 有 


t+h t 
>(9(t + 有 h) — g(t)) = 二 (/ S(t+h—m7)f(r)dr |. se- n(n) 


tth t 
> (/ S(z)f(t +h—2z)dz— 让 S(z)f(t— ee) 
=| S(z): = (f(t+ ha) — f(t—2))dz 
0 
tth 
十 二 S(z)f (t+h— 2z)dz. 
由 于 f(t) < C7([0,7T), 五 ), 所 以 当 疡 一 0 时 ,9 ( 存在 且 


四 = 人 sy ‘zdz + S(O FO). 


hE DO- 站 (人 sh-D1Od -fs SC- fnor】 
1 t+h 
+i/ S(t+h—7)f(r)dr 
h 
要 >(S(h) -Dig 人 的 十 二 S(h—z)f(z+t)dz. 


令 h 一 0+, 可 知 二 (S(W) - Dg 人 9 极限 存在 ， 这 说 明 g(t) < D(4), 且 通 过 取 极限 妈 
得 

g(0) = —Ag(D) +f(0), 
此 即 (3.13). 证 毕 . 
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在 上 面 讨论 中 我 们 要 求 方程 (3.1) 左边 的 系数 与 变量 上 无关， 这 种 方程 称 为 时 
齐 的 ， 定 理 2.3 与 2.4 只 能 直接 应 用 于 时 齐 方程 定 解 问题 的 讨论 ， 若 要 讨论 非 时 齐 
方程 的 情形 ， 需 先 将 定理 2.3 或 2.4 加 以 推广 ， 此 处 从 略 . 


3 对 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 的 应 用 
现在 应 用 算 子 半 群 方法 求解 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 , 且 仍 讨论 时 齐 的 方程. 设 
在 R" 的 有 界 区 域 上 给 定 算 子 Lou --( 呈 CA 器 +ee))] 


其 系数 是 C%(8) 函数 ， aij(z) 对 称 ， 且 满足 一 致 椭圆 性 条 件 . 考察 双 曲 型 方程 的 
初 边 值 问题 


u 
Bl + tor=0, (3.14) 
zlo mxap 二 站 (3.15) 


为 将 问题 化 成 (3.4) 的 形式 ,引入 v = Bu, U = 全 于 是 方程 (3.14) 可 以 写 
成 方程 组 的 形式 


一 
OU + E ) U=0. (3.17) 
Lo 0 


作 HB3(8) 上 的 双 线 性 泛 函 


Ou10 
a(ui1, u2) = ” 区 十 Qo > Qij 人 2 5 十 cj dr, (3.18) 
0 


式 中 ao 是 待定 的 常数 ， 于 是 记 a 为 椭圆 性 条 件 于 aijéi&; > alé|? 中 的 常数 ， 即 有 
alu,u) > llullis + oo0 lVullis — Cao llwllz2. 


故 取 oo 充分 小 时 ， 有 
ow u) > Cruz . 
另 一 方面 ， 若 取 C2 充分 大 ， 显 然 有 


a(u, u) < C2 lullzr: 


故 a(w,) = (aoLou,w) 十 (ww) 与 ullis 等 价 .又 车 记 电 = 而 (2) x [2(9), 则 可 
定义 
IU y= (ol w) + oolv, »)), 
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它 与 ull + 上 wl: 等 价 ， 现 令 
D= {Ue€ Hlve Hi(N),uv €e H*(0))}, (3.19) 


在 D 上 按 AU = (? 了 (") 定义 算 子 4, 则 4 是 D 一 五 的 映射 , 上 且 当 限 
0 


制 在 D 上 考察 方程 组 (3.17) 时 , 已 将 边界 条 件 (3.15) 考虑 在 内 . 于 是 记 vp = [ | ， 
1 
所 讨论 的 初 边 值 问题 (3.14)~(3.16) 可 写成 


dt 二 (3.20) 
利用 定理 3.1 来 证 明 问 题 (3.20) 的 解 的 存在 性 ， 即 需 验证 算 子 4 满足 该 定理 的 条 


5 理 3.1 若 己 = . E C%(1) x C>(0), 则 当 nn 充分 大 时 ， 


(I+n- -AV=F (3.21) 
存在 唯一 解 Ue (C%(n) x Cx(n)jnD, 且 
Ola < +E) els, (3.22) 


n 
式 中 6 是 与 下 无 关 的 一 个 常数 . 
证 明 由 第 2 章 的 讨论 知 ， 对 于 给 定 的 椭圆 算 子 Lo, 只 要 n 充分 大 ， 如 下 的 


边 值 问题 
了 十 niLo 
La 一 也 Viap 一 0 (3.23) 
1 
了 十 — Lo 
nN 


就 有 唯一 解 V1 es C%(1) x Cs(O). 注意 到 如 下 的 分 解 式 


1 1 
I+ = I -IV /I -I 
多 2 1 nN nn 
1 二 I 1 | 
了 十 —zLo a 一 一 上 0 I 
WA nN 


则 对 于 已 得 到 的 U1, 令 


1 1 
I 一 了 21 十 一 21 
v=| ， 3 i ‘ ， (3.24) 
一 一 Lo I V1 一 —Loui 
nN nN 
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U 就 满足 (3.21), 且 Ue (Ce(2) x C%(N)) ND. 
利用 (3.21) 式 ， 我 们 有 
a(f,f)= (f+ aoLof,f) 
三 (u— 2v +aoLo(u 一 oh) 一 = 
= (ut aoLou, Vu) 一 Re 人 ua 一 之 (ouw) 
一 本 2) 十 二 (v ++ QaoLov, v)， 
一 Qo (e+: 十 Lou, v 十 二 ou) 
二 Qo(v,v) 十 了 工 ou) 十 (Low, v) 十 (Lou, Lou). 
所 以 
FI > (wt ooLowt) + oo(w0) = l(a, Lov) — (Zou 0)| — S10) 
不 等 式 右边 第 三 、 四 项 可 用 
全 ln lells 皇 qlwl + 的 和 旦 人 zx 坟 
来 估计 ， 所 以 在 n 充分 大 时 
II > (1 一 全 ) vl. 


此 式 与 (3.22) 等 价 ， 由 此 又 知 当 =0 时 必 有 UV =0, 故 (3.21) 的 解 是 唯一 的 . 

定理 3.4” 设 在 初 边 值 问 题 (3.14)~(3.16) 中 , 方程 (3.14) 的 系数 为 CX(D) 函 
数 ， 且 满足 椭圆 性 条 件 . 又 po € 本 (8) nH2(8), pie (1), 则 该 初 边 值 问题 存 
在 唯一 的 解 ue C”([0,7), 53(2)) NC (I0,T), HG(0)) N C00, T), H?(0)). 

证 明 ”我 们 先 证 明 问题 (3.20) 存在 解 Ve C1([0, 7), 五 ), 为 此 需要 利用 定理 
2.6. 由 于 4 是 限制 在 Bo(2) xz 到 (2) 的 子 集 D 上 的 微分 算 子 . CY (8)xC%(0) C 
D, 而 C8(8) xC>(9) 在 (8) x 到 (2) 中 稠密 ， 故 4 是 稠 定 闭 算 子 . 

当 n 充分 大 时 ，n 二 4 是 DD 一 五 的 单 映 射 与 满 映 射 . 事实 上 , 若 忆 e 互 , 则 
存在 Fe C8(8) x C8( 人 ), 使 包 一 下 在 五 中 成 立 由 引 理 3.1 知 存在 矿 , 满足 


(I+ A ES 0 风 (3.25) 


以 及 
ol < (1+£) el (3.26) 
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同 理 有 
I Ul < (1+ 4) le, -Fl 


故 {U} 是 五 中 的 基本 序列 ， 且 存在 U, 使 UV, 一 U 在 五 中 成 立 . 由 相应 于 玩 成 
立 的 (3.23), (3.24) 可 知 : 


uw +n ?Lou = f,, vv + n ?Lovy, = gw， 
1 1 
Uy = Uly 十 —vV1y, Vy = viv 一 ~—Lovu1w. 
n n 
取 极 限 得 
ul+n ?Lou = /, V1 二 +n ?Lovi = 9， 
1 1 
4 一 ?21 十 一 01， v= v1 一 一 了 ou1. 
n n 


故 wui 以 及 都 属于 2(8). 又 由 (3.23) 以 及 wi1，f € 现 (2) 等 事实 知 Loui 6 
HI(0), 从 而 ve H3(0), 所 以 Ue D. 这 就 说 明了 方程 (3.21) 在 n 充分 大 时 对 于 
Fe HH 也 是 可 解 的 ， 且 估计 式 (3.22) 成 立 ， 从 而 当 n 充分 大 时 n 十 4 是 D 一 五 的 
单 映 射 与 满 映 射 . 

由 (3.22) 知 ， +n 人 -中 < 1+ ,因而 


n(n + 4)- < (1 一 £) <1, 


从 而 对 任意 正 整 数 ， 

| 6)*(m+ A) 过 十 
于 是 由 定理 2.6( 人 参照 85.2 习题 3) 可 知 ， 存 在 一 个 Co 算 子 半 群 {S(t);t > 0}, 它 
以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 ， 所 以 问题 (3.20) 存在 C7([0, 了 7 了 ), 瑟 ) 解 . 、 = 
Hi(0) x L2(0), 有 UV= pa 再 利用 方程 就 容易 得 到 

上 


v € C2([0,T), L2(0)) N C0,T), HQ)) NC (0 五"(2))， 
解 的 唯一 性 可 以 用 类 似 于 定理 3.2 的 方法 证 明之 . 我 们 将 此 留 给 读者 . 证 毕 . 
习 题 
， 试 将 定理 1.2 与 定理 3.2 作 比 较 . 
， 试 将 定理 3.4 与 第 4 章 的 定理 3.1 作 比 较 . 


， 写 出 定理 3.4 中 解 的 唯一 性 的 证 明 . 
， 若 方程 (3.14) 改 为 非 齐 次 方程 ， 写 出 其 初 边 值 问题 解 的 形式 并 加 以 验证 . 


> 四 请 


OOo- 
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